第 一 章 先 验 分 布 与 后 i 验 分 布 


$1.1 三 种 信息 


统计 学 中 有 二 个 主要 学 派 :频率 学 派 写 贝 叶 斯 学 派 , 他 们 之 癌 
有 共同 点 ,多 有 不 同 点 ,为 了 说 清楚 他 们 之 间 的 异同 点 ,我 们 从 统 
计 推 断 所 使 用 的 三 种 信息 说 起 。 

一 、 总 体 信息 , 即 总 体 分 布 或 总 体 所 属 分 布 族 给 我 们 的 信息 ， 
警 如 ,“ 总 体 是正 态 分 布 这 一 句 话 就 给 我 们 带 来 很 多 信息 : 它 的 密 
度 廿 数 是 一 条 锦 形 曲线 ; 它 的 一 切 阶 逢 都 存在 ;有 关 正 态 变 量 ( 服 
从 正 态 分 布 的 随机 变量 ?的 -- 些 事件 的 概率 可 以 计算 ;有 正 态 分 布 
可 以 导出 关 分布: 分 布 和 瑟 分 布 等 重要 分 布 ;还 有 许多 成 熟 的 点 
信 计 、 区 间 居 计 和 假设 检验 方法 可 供 我 们 选用 ,总 体 信 息 是 很 重要 
的 信息 ,为 了 获取 此 种 信息 往往 耗资 巨大 .美国 军 界 为 了 效 得 某 种 
新 的 电子 元 内 件 的 寿命 分 布 , 党 党 购买 成 二 上 廊 个 此 种 元 嚣 件 ,做 
大 县 寿命 实验 、 获 得 大 量 数据 后 才能 确认 其 寿命 分 布 是 什么 ,我 国 
为 确认 国产 轴承 寿命 分 布 服从 两 参数 成 布尔 分 布 前 后 也 花 了 五 年 
时 间 ,处 理 几 二 个 数据 后 才 定 下 的 .又 如 保险 费 的 确定 与 人 的 寿命 
分 布 密切 相关 ,在 保险 业 中 ,人 的 寿命 分 布 被 称 为 寿命 表 , 中 国人 
的 寿命 表 不 问 于 外 国人 的 寿命 表 , 男 人 的 寿命 表 不 同 于 女人 的 寿 
命 表 ,北方 人 的 寿命 表 不 同 于 南方 人 的 寿 俞 表 , 当 代 人 的 寿命 表 与 
50 年 前 人 的 寿命 表 也 是 不 同 的 ,而 要 确定 这 些 寿 命 表 是 一 项 耗资 
并 时 的 荆 作 ,至 今 我 国 还 扇 乏 此 类 寿命 表 .确定 我 国 各 类 人 群 的 寿 
命 表 是 我 国 统计 工作 者 的 重要 任务 。 


二 ,样本 信息 , 即 从 总 体 拖 取 的 样本 给 我 们 提供 的 信息 。 这 十 
最 “新 鲜 ” 的 信息 ,并 巨 愈 多 僵 好 。 人 和 们 希望 通过 对 样本 的 加 工人 要 好 
理 对 总 体 的 荣 些 特征 作出 较为 精确 的 统计 推 斯 ,没有 样本 就 没有 
统计 学 可 言 。 这 是 大 家 药理 解 的 上 于洋， 

莫 寺 上述 两 种 信息 进行 的 统计 推断 被 称 为 经 典 统计 学 , 它 的 
基本 观点 是 把 数据 ( 料 栗 ?看 成 是 来 月 具有 一 定 概 举 分 布 的 总 体 ， 
所 研究 的 对 和 象 是 这 个 总 体 而 不 局 限于 数据 本 身 . 据 现 有 资料 看 ,这 
方面 最 早 的 工作 是 高 斯 (Gauss ,C.F. 1777 一 1855) 和 和 勘 计 德 (leg- 
endre:A.M.1752 一 1833) 的 误 分 析 . 正 态 分 布 和 最 小 -乘法 。 
从 十 刀 纳 纪 来 期 到 -十 世纪 于 半 叶 , 经 皮尔 各 (Pearson,K.1857 
必 1936)、 费 区 (Fisher,R.A.1890 一 1962) 奈 曼 (Neynman.J 7) 的 等 
人 杰出 的 工作 创立 了 经 典 统计 学 、 如 今 统 计 学 教材 几乎 全 是 氢 述 
经 典 统计 学 的 理论 与 方法 。 -小 世纪 下 半 时 ,经 典 统 计 学 在 于 业 、 
农业 .医学 、 经济. 管理 .军事 等 领域 里 获得 广泛 的 应 用 。 这 些 领 域 
中 义 不 断 昌 出 新 的 统计 问题 ,这 又 促进 了 经 典 统计 学 的 发 展 , 随 着 
经 殿 统 计 学 的 持续 发 展 与 广 认 应 用 , 它 本 身 的 缺陷 也 逐渐 暴露 出 
来 了 。 这 些 将 逐步 展开 讨论 。 

现在 回 到 我 们 讨论 的 问题 上 来 , 除 上 述 两 种 信息 外 ,在 我 们 周 
围 达 存在 第 三 种 信息 - 先 验 信 息 , 它 也 可 用 于 统计 推断 。 

三 . 先 验 信息 , 妈 在 抽样 之 前 有 关 统 计 回 题 的 一 些 信息 ,一 般 
说 来 , 先 验 信息 上 主要 来 源 于 经 验 和 和 上 雍 史 资料 , 先 验 信息 在 日 常生 活 
和 和 工作 中 也 经 常 可 见 , 不 少 人 在 自觉 地 或 不 生 觉 地 使 用 它 。, 看 下 面 
一 个 例子 。 

例 1.1 英国 统计 学 家 Savage(1961) 曾 考察 如 下 二 个 统计 实 
验 ， 

4. 一 位 常 饮 牛 奶 加 茶 的 妇女 声称 ,她 能 辨 列 先 便 进 杯子 里 的 
是 茶 还 是 牛奶 。 对 此 做 了 十 次 试验 ,她 都 正确 地 说 出 了 了、 

B. 一 位 音乐 家 声称 ,他 能 从 一 页 乐谱 辨别 出 是 海顿 (Haydn) 
还 是 莫扎特 CMozart) 的 作品 。 在 十 次 这 样 的 试验 中 ,他 都 能 二 确 
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辨别 。 

在 这 两 个 统计 试验 中 ,假如 认为 被 实验 者 是 在 猿 测 ,每 次 成 功 
概率 为 0.5, 那 么 十 次 都 狂 中 的 概率 为 2 一 0.0009766, 这 是 - 
个 很 小 的 窗 率 ,是 几乎 不 可 能 发 生 的 ,所 以 “每 次 成 功 概率 为 0. 5” 
的 假设 应 被 拒绝 。 被 实验 者 每 深 成 功 概 率 要 比 0. 5 大 得 多。 这 就 
不 是 猜测 ,而 是 他 们 的 经 验 在 帮 了 他 们 的 已。 可 见 经 验 ( 先 验 信 息 
的 一 种 ) 在 推断 中 不 可 忽视 ,应 加 以 利用 。 

例 1.2 “免检 产品 ”是 沪 样 决定 的 ? 某 厂 的 产品 每 天 都 要 村 
检 几 件 , 效 得 不 合 客 师 认 8 的 估计 ,经 过 一 段 时 间 后 就 介 累 大 蘑 的 
资料 ,根据 这 些 历史 资料 ( 先 验 信息 的 一 种 ) 对 过 去 产品 的 不 合格 
率 可 构造 一 个 分 在 ， 


AN ee ee 
' ni 


这 个 对 先 验 信 息 进 行 加 工 获 得 的 分 布 今后 称 为 先 验 分 布 。 这 个 先 
验 分 布 是 综合 了 该 厂 过 去 产品 的 质量 情况 。 如 果 这 个 分 布 的 概率 
绝 大 部 分 集中 在 0==0 附近 , 弄 该 产品 可 认为 是 “信得过 产品 ”。 假 
如 以 后 的 多 次 抽检 结果 与 历史 资料 提供 的 先 验 分 布 惩 ` 致 的 。 使 
用 单位 就 可 以 对 它 作 出 "免检 产品 "的 决定 ,或 考 每 月 抽检 一 、- 次 
就 足够 了 ,这 就 省 去 了 了 大量 的 人 力 与 物力 ,可 见 历 史 资 料 在 统计 推 
断 中 应 加 以 利 甲 。 

基于 上 述 三 种 信息 (总 体 信 息 . 样 本 信息 和 先 验 信息 ?进行 的 
统计 推断 被 称 为 员 时 斯 统计 学 。 它 与 经 典 统 计 学 的 主要 差别 在 于 
是 否 利用 先 验 信息 。 在 使 用 样本 信息 上 也 是 有 差异 的 。 闹 叶 斯 学 
派 重视 已 出 现 的 样本 观察 值 , 而 对 尚未 发 生 的 样本 观察 值 不 子 考 
虑 , 贝 叶 斯 学 派 很 重视 先 验 信息 的 收集 , 挖 扬 和 加 工 , 使 它 数 量化 ， 
形 或 先 验 分 布 , 参 加 到 统计 推断 中 来 ,以 提高 统计 推荐 的 质量 。 忽 
视 先 验 信 息 的 利用 ,有 时 是 一 种 浪费 ,有 时 还 会 导致 不 合理 的 结 
论 ， 

内 叶 斯 统计 起 源 于 英国 学 者 中叶 斯 (Bayes ,T,R.1702(?)7~- 
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1761) 纸 后 发 表 的 - - 解 论文 “ 论 有 关机 过 问题 的 求解 ”在 此 论文 中 
他 提出 其 名 的 中叶 斯 公式 和 - -种 归纳 准 理 方法 ,随后 所 普 拉 斯 
{LaplaceyP.C.1749 一 1827) 等 人 用 只 叶 斯 提出 的 方法 导出 : - 些 有 
总 义 的 结果 。 之 后 虽 有 一 些 研究 和 应 用 , 供 由 于 共 理 论 尚 不 完整 ， 
应 用 中 又 出 现 一 些 问 题 , 致 使 员 了 叶 斯 方法 长 斯 术 被 普 详 接受 ,上 身 到 
二 次 大 战 后 ,天 尔 德 CWald,A.1902 一 1950) 旬 出 统计 决策 函数 论 
后 义 引 起 很 多 人 对 贝 叶 源 方法 研究 的 兴趣 。 因 为 在 这 个 理论 中 由 
疆 斯 解 被 认为 是 一 种 最 优 决 策 汕 数 。 在 Savage 1.]. (1954) .Jef- 
freys ,H. C1961) Good ,I,J. (1950)、 Lindjey sD. VV. (1961)、 Box. 
人.E.P.& Tiao,G.C. (1973) ,Berger,J,0O., (1985) 等 见 叶 斯 学 者 
的 努力 下 ,对 贝 叶 斯 方法 在 观点 .方法 和 理论 上 不 断 的 完善 。 另 外 
在 这 段 时 期 贝 叶 斯 统 让 在 工业 、 经 济 .管理 等 领域 内 获得 - 批 无 可 
非议 的 成 功 应 用 (5( 见 Singpurwajla 二 编 课 题 论文 集 ,1993 ~ 
1995)。 贝 时 斯 统计 的 研究 论文 与 普 作 傅 来 伸 多 , 丰 叶 斯 统计 的 国 
际会 议 经 常 举行 ,如今 内 叶 斯 统计 已 静 成 熟 ,由 叶 斯 学 派 已 发 展 成 
为 一 个 有 影响 的 统计 学 派 , 开 始 打 破 了 经 典 统 计 学 -- 统 天 下 的 局 
面 ， 

用 呈 斯 学 派 的 最 基本 的 观点 是 : 任 一 个 未 知 量 痢 可 看 作 一 
个 随机 变 基 ,应 用 一 个 概率 分 布 去 描述 对 8 的 未 知 状况 .这 个 概率 
分 布 是 在 抽样 前 就 有 的 关于 8 的 先 验 信息 的 概 举 陈 述 。 这 个 概率 
分 布 被 称 为 先 验 分 布 。 有 人 时 还 简称 为 先 验 CPrror)。 因 为 任 -- 木 知 
暴 都 有 不 人 确定 性 ,而 在 表述 不 确定 性 程度 时 ,概率 三 概率 分 布 是 最 
好 的 语言。 例 1.2 中 产品 的 不 合格 品 率 0 是 未 知 基 ,但 每 天 都 有 一 
些 变化 ,把 它 看 作 一 个 随机 变 基 是 合适 的 ,用 一 个 概率 分 布 去 描述 
它 也 是 很 愉 当 的 ,即使 是 一 个 几乎 不 变 的 未 知 量 ,用 一 个 概率 分 布 
去 描述 它 的 不 确定 性 也 是 十 分 合理 的 。 

例 1.3 学 生 估 计 一 新 教师 的 年 龄 。 依 据 学 生 们 的 生活 经 访 ， 
在 看 了 新 教师 的 照片 后 立即 会 有 区 应 “新教 师 的 年 龄 在 30 岁 到 
50 岁 之 间 , 极 有 晤 能 在 40 岁 左 右 。 ”一 位 统计 学 家 与 党 生 们 交谈 ， 
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明确 这 人 句 话 中 “左右 "可 理解 为 十 3 岁 ,“ 极 有 可 能 ”可 理解 为 99 纺 
的 把 握 。 王 是 学 生 们 对 新 教师 年 龄 (未 知 量 ) 的 认识 ( 先 验 信息 ) 可 
综合 为 图 1.1 所 示 的 恕 率 分 布 ,这 也 是 学 生 们 对 未 知 量 ( 新 教师 年 


图 1.1 新 教师 年 龄 的 先 验 分 布 


这 里 有 二 个 问题 需要 进 - - 步 讨 论 。 第 一 , 按 图 1.1 所 示 的 概率 
分 布 我 们 订 谈 论 未 知 量 9 位 于 某 个 区 间 的 概率 。 沟 如 ,0 位 于 37 
到 43 岁 疗 的 概率 为 0. 90 ,项 

PC37<< <S43) 一 0. 90 

可 这 个 概率 陈述 在 经 上 典 统计 中 是 不 允许 的 , 国 为 经 典 统 计 认 为 0 
是 常量 , 己 旧 么 在 37 岁 到 43 岁 之 间 ( 概 率 为 1) ,要 么 在 这 个 区 间 
之 外 (上 述 事 件 概率 为 零 ), 不 应 有 0.3 的 概率 ,可 在 实际 中 类 似 的 
说 法 经 常 可 以 听 到 。 艾 如 刀 某 逃犯 的 年 龄 大 约 35 岁 左 在 ”明日 
降水 概率 为 0.85"”“ 某 学 生 能 考 上 大 学 的 概率 为 0.95” “这 场 足 
球赛 甲 队 能 胜 的 概率 只 有 0.6 左右 ”。 这 样 的 概率 陈述 能 为 太 多 数 
人 理解 .接受 和 采用 ,这 种 合理 陈述 的 基础 就 是 把 未 知 基 看 作 随 视 

第 二 ,图 1.1 中 的 概率 0. 90 不 基 在 大 量 重 复试 验 中 获得 的 ， 
而 是 学 生 们 根据 自己 的 生活 经 历 的 积累 对 该 事件 发 生 可 能 性 所 给 
出 的 信念 ,这 样 给 出 的 概率 在 只 叶 斯 统计 中 是 允许 的 ,并 称 为 主观 
概率 , 它 与 古典 倒 率 和 用 频率 确定 的 概率 有 相同 的 含义 ,只 要 它 符 
合 概 率 的 三 条 公理 即 可 ,这 一 点 频率 学 派 是 难以 接受 的 ,他 们 认为 
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经 典 统计 学 是 用 大 量 重 复试 验 的 频率 来 确定 概率 、 是 “客观 的 ”, 因 
此 符合 科学 的 村 求 ,而 认为 由 叶 斯 统计 是 “主观 的 ”, 因 市 (至 多 ) 只 
对 个 人 作 决 策 有 用 。 这 是 当前 对 中叶 斯 统计 的 主要 批评 。 帆 叶 斯 
学 派 认为 引入 主观 梳 率 及 由 此 确定 的 先 验 分 布 芋 少 把 概率 与 统计 
的 研究 与 应 用 范围 扩大 到 不 能 大 看 重复 的 随机 现象 中 来 ,其 次 ,证 
观 概 率 的 确定 不 是 随意 的 ,而 是 要 求 当事人 对 所 考察 的 事件 有 和 较 
透彻 的 了 解 和 丰富 的 经 验 , 甚 至 是 这 一 行 的 专家 ,在 这 个 基础 上 上 确 
定 的 主观 概率 就 能 符合 实际 。 把 这 样 一 些 有 用 的 先 验 信息 引入 统 
计 推 断 中 来 只 会 有 好 处 ,当然 误 骨 主观 概率 与 先 验 分 布 的 本 能 性 
是 存在 的 ,在 这 方面 Berger 1985) 建 议 :“ 防 止 误 用 的 最 好 方法 是 
给 人 们 在 先 验 信息 方面 以 适当 的 教育 ,另外 在 贝 叶 斯 分 析 的 最 后 
报告 中 ,应 将 先 验 分 开 来 写 , 以 便 使 其 他 人 对 主观 输入 的 合理 性 作 
评价 .” 最 后 , 负 叶 斯 学 派 也 经 常 揭 族 频率 学 派 的 “客观 性 ”, 总 体 分 
布 的 选择 对 答案 所 产生 的 影响 远 比 先 验 分布 选 择 所 产生 的 影 啊 重 
大 的 多 .而 前 者 恰好 也 经 常 是 主观 的 ,另外 评价 一 个 统计 方法 好 环 
的 标准 上 的 选择 ,主观 性 也 是 很 大 的 ,都 朝 着 对 自己 有 利 的 方向 选 
择 。Good (1973) 说 得 更 直 载 了 当 ,* 主 观 主义 者 直 述 他 的 判断 , 调 
客观 主义 者 以 假设 来 掩盖 其 判断 ,并 以 此 享受 科学 客观 性 的 荣 

上 述 的 叙述 对 初学 者 可 能 还 不 能 理解 两 学 派 在 -- 些 问题 上 的 
争论 是 多 么 深刻 和 多 人 么 激烈 ,但 读 完 本 章 或 全 书后 再 铝 味 这 些 缀 
述 可 能 就 有 进一步 的 理解 。 


§ 1.2 员 叶 斯 公式 


一 、 贝 叶 斯 公式 的 密度 函数 形式 
内 叶 斯 公式 的 事件 形式 在 初等 概率 中 都 有 叙述 ,这 里 用 随机 
变量 的 密度 函数 再 一 次 叙述 贝 叶 斯 公式 ,从 中 介绍 册 叶 斯 学 派 的 
一 些 具体 想法 。 
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1 .依赖 于 参数 9 的 密度 函数 在 经 典 统计 中 记 为 Cr52) 或 
pelx), 它 表示 看 参数 空间 @= { 引 中 不 同 的 8 对 应 不 同 的 分 布 。 可 
在 贝 叶 斯 统计 中 记 为 ptiw19), 它 表示 在 随机 变量 8 给 定 某 个 值 

总 体 指标 义 的 条 件 分 布 。 

2. 根据 人 参数 9 的 先 验 信息 确定 先 验 分 而 (9) 。 这 古风 叶 斯 学 
派 在 最 近 几 十 年 里 重点 研究 的 问题。 已 获得 一 上 大批 富 有 成 效 的 方 
法 。 在 以 后 章节 将 介绍 其 中 一 些 主要 方法 ,本 书 第 三 章 将 系统 地 介 
绍 。 

3. 从 贝 叶 斯 观点 看 ,样本 x= (zz) 的 产生 要 分 二 步 进 
行 。 首 先 设想 从 先 鉴 分 布 x(0) 产 生 一 个 样本 和 ,这 一 步 是 “ 老 天 
移 ” 做 的 ,人 站 是 看 不 到 的 , 故 用 “设想 ”二 字 ,第 二 步 是 从 总 体 分 布 
PCx19) 启 生 一 个 样本 x 二 (x1,… ,zs) ,这 个 样本 是 具体 的 , 人们 能 
看 得 到 的 ,此 样本 x 发生 的 概率 是 与 如 上 联合 密 隔 数 成 正比 。 

pixl0) =— | |pCrll) 
这 个 联合 密度 函数 是 综合 了 总 体 信 息 和 样本 信息 , 常 称 为 似 然 范 
数 , 记 为 LC(')。 频 率 学 派 和 见 叶 斯 学 派 郁 承认 似 然 函数 ,二 派 认 
为 :在 有 了 样本 观察 值 x= Cy……,z,) 后 ,总 体 和 样本 中 所 含 8 的 
信息 都 被 包含 看 似 然 函数 LC8 ) 之 中 ,可 在 使 用 似 然 函 数 作 统 计 
推断 时 ,两 派 之 问 还 是 有 差异 的 ,这 将 在 § 3.6 说明 。 

4. 由 于 9 是 设想 出 来 的 , 它 仍 然 是 未 知 的 , 它 是 按 先 验 分 布 
Xx( 引 而 产生 的 ,要 把 先 验 信息 进行 综合 人 考 虚 8, 而 应 对 8 
的 一 切 可 能 加 以 考虑 。 故 要 用 x(9) 参 与 进一步 综合 ,这 样 - -来 , 样 
本 工 和 参数 9 的 联合 分 布 

htx,0)—=plx|) rt0) 
把 三 种 可 用 的 信息 都 综合 进去 了 。 

5. 我 们 的 任务 是 要 对 未 知 数 2 作出 统计 推断 。 在 没有 样本 信 
总 时 ,人 们 只 能 据 先 验 分 布 对 6 作出 推断 。 在 有 样本 观察 值 x 
= 一 (xz zh 之 后 ,我 们 应 该 依据 产 x,2) 对 8 作出 推 斯 。 为 此 我 们 
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需 把 h(x,9) 作 如 下 分 解 : 
hx =r C0) x mx) 
其 中 mr) 是 x 的 边缘 密度 薄 数 。 
Cy =| n(x,0d0 = | pr {Gcl) 
名 8 


它 与 6 无 关 , 或 者 说 ,mx(x) 中 不 含 8 的 任何 信息 。 因此 能 用 米 对 8 
作出 推 斯 的 仅 是 条件 分 布 zc8|x)}。 它 的 计算 公式 是 
(xO) plxjO)xcO) 

"| pixlo)r0) de 


这 就 是 贝 叶 斯 公式 的 密度 函数 形式 。 这 个 在 样本 x 给 定 下 ,0 的 茶 
件 分 布 被 称 为 8 的 后 验 分 布 。 它 是 集中 了 总 体 . 样 本 和 先 验 等 三 种 
言 扔 中 有 关 8 的 一 切 信息 ,而 又 是 排除 一 切 与 9 无 关 的 信息 之 后 
所 得 到 的 结果 。 故 基于 后 验 分 布 xC9ix) 对 6 进行 统计 推断 是 更 为 
有 效 , 也 是 最 合理 的 。 

6, 在 8 是 离散 随机 变量 时, 先 验 分 布 林 用 先 验 分 布 列 (6.)， 
i 二 42 ,表示 。 这 时 后 验 分 布 也 是 离散 形式 。 

plx|0) x(0,) 

DS plrlo)r(0,) 
假如 总 体 和 XX 也 是 离散 的 , 那 只 要 把 011.1) 或 (1.2) 中 的 密度 函数 
plx| 站 看 作为 概率 滑 数 P(X=x | 中 即 可 。 

二 .后 验 分 布 是 三 种 信息 的 综合 

一 般 说 来 , 先 验 分 布 x() 是 反映 人 们 在 抽样 前 对 8 的 认识 ， 
后 验 分 布 xt8|x) 是 及 映 人 们 在 抽样 后 对 9 的 认识 。 之 间 的 差异 
是 由 于 样本 * 出 现 后 人 们 对 8 认识 的 一 种 调整 .所 以 后 验 分 布 
xC68|x) 可 以 看 作 是 人 人 们 用 总 体 信 息 和 样本 信息 (综合 称 为 抽样 信 
息 ) 对 先 验 分 布 zx(8) 作 调整 的 结果 。 

例 1.4 设 事件 4 的 概率 为 6, 即 x(4) 一 9。 为 了 估计 8 而 作 
n 次 独立 观察 ,其 中 事件 4 出 现 次 数 为 互 ,显然 ,大 服从 二 项 分 布 
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(Ex) : (1.1) 


TO |x) 一 i 一 12 (1, 2) 


p(n ,0) ,如 
P(X=x|10)= | | 0 (1— 8)” ?了 ,0,1 ,nn- 


这 就 是 似 然 函数 。 假 如 在 试验 前 我 们 对 事件 4 没有 什么 了 解 ,从 
而 对 其 发 生 的 概率 9 也 说 不 出 是 大 是 小 。 在 这 种 场合 , 贝 叶 斯 建议 
用 区 问 (0,1)? 上 的 均匀 分 布 L7G0.t 作 为 2 的 先 验 分 布 .。 因为 它 在 
《0,1) 上 每 一 点 都 是 机 会 均等 , 没 丰 偏爱。 贝 叶 斯 的 这 个 建议 被 后 
人 称 为 由 时 斯 假设 。 这 时 2 的 先 验 分 布 为 

7(0) 一 | (1. 3) 

0， 其 它 场 全 

为 了 综合 抽 祥 信息 机 先 验 信息 ,可 利用 由 时 斯 公式 ,为 此 先 计算 样 
本 义 与 参数 8 的 联合 分 布 


Ar) 一 | [a x=0,1 ,nt. 0<8< 过 1. 
此 式 在 定义 域 上 与 二 项 分 布 有 差别 。 再 计算 天 的 边缘 分 布 
Wp [hcz,0)40 


= (*) fer — oado 
TIJ0 


Dnt eH 
lz! Tn 2) 


A 二 1 = 0,1,;,"" ,Nn. 


最 后 可 得 8 的 后 验 分 布 


ACX0) (nt+2) x11)-1 
mx) Trt+DT(n—zrt+l) 


(1 一 920 1 0<0<1 (1.4) 
这 个 分 布 不 是 别 的 ,就 是 参数 为 rz 十 1 的 x 一 x 十 1 的 员 塔 分 布 ,这 
个 分 布 沁 为 Be(x 十 1 ,n-- 工 十 1)。 
拉 普 拉 斯 在 1786 研究 了 巴黎 的 男 婴 诞生 的 比率 ,他 和 希望 检验 
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{9|z}= 


田 婴 诞生 的 概率 898 是否 大 于 0.5, 为 此 他 收集 到 1745 年 到 1770 年 
在 巴黎 诞生 的 婴儿 数据 ,其 中 岂 娶 251527 个 , 女 婴 241945 个 。 他 
选用 (0,1) 作 为 8 的 先 验 分 布 。 于 是 可 得 8 的 后 验 分 布 Be(z 十 
1,.z2--x 十 1) 其 中 ma=-251527 十 241945 一 493472,r 一 251527。 利 几 
这 个 后 验 分 布 , 瓜 普 拉 斯 计算 了 "so0.5?" 的 后 验 委 率 


Tf{r 十 2) | 
T(r Dinart+1) 


当年 拉 普 拉 斯 为 计算 这 个 不 完全 贝塔 函数 ,他 把 被 积 函 数 9"(1 一 
9)”… 在 最 大 值 二 处 蛙 开 ,然后 作 近 似 计 算 , 最 后 结果 为 

PIEO. Ir)=1. 15X10- 2 
出 十 这 个 概率 很 小 , 故 他 断言 , 男 观 诞生 的 概率 9 大 于 0. 5。 这 个 
结果 在 当时 是 有 影响 的 。 

进 - - 步 研 究 这 个 例子 ,考察 抽样 信息 > 是 如 何 对 先 验 传 调整 
的 。 试 验 前 ,86 在 (0,1) 上 均匀 分 布 ( 见 图 1.2 左 侧 ), 当 抽样 结 杂 
和 一 2 时 ,8 的 后 验 分 布 (1z)? 虽 仍 在 (0,1) 上 取 值 ,但 已 不 是 均匀 
分 布 , 而 是 一 个 单 峰 分 布 , 其 峰值 的 位 置 是 随 者 z 的 增 大 而 逐渐 
右 移 ( 见 图 1.2 右 侧 )。 不 论 那 种 情况 发 生 , 其 峰值 总 在 二 达到 。 辟 
如 ,在 z=0 时, 它 表示 在 次 试验 中 事件 4 一 次 也 没有 出 现 ,这 
表明 事件 4 发 生 的 概率 很 小 ,6 在 0 附近 取 值 的 可 能 性 大 ,在 1 附 
近 取 值 的 可 能 性 小 。 类 似 的 ,在 zr 一 n 时 ,所 得 后 验 密 度 是 严 增 育 
数 , 它 在 1 附近 取 值 的 可 能 性 大 ,而 在 0 附近 取 值 的 可 能 性 小 。 另 
外 , 当 之 多 时 ,后 验 密度 的 峰 偏 左 ; 当 x 之 名 时 ,后 验 密度 的 蜂 偏 


所 
frC1- "dl 


o 


PBSE0O.5|zx) 一 


有 ; 当 x 一 到 Cn 为 偶数 ) 时 ,后 验 密度 对 称 , 其 峰 在 二 处 。 从 上 述 分 
析 可 见 , 当 从 总 体 获得 样本 z 后 , 贝 叶 斯 公式 把 人 们 对 9 的 认识 册 
(0) 调整 到 r(01z) ,而 且 这 种 调整 是 合情合理 的 。 


10 


7 


上 上 总计 六 


x{01x) 


\ nt 1 
=(n+D)(1-0)" 


图 1.2 抽样 信息 对 先 验 分 布 的 调整 


上 述 这 些 直 观 显示 说 明 贝 叶 斯 公式 在 综合 先 验 信息 和 相 抽 样 信 
息 上 是 | 分 成 功 的 。 所 得 到 的 后 验 分 布 是 今后 进行 凡 叶 斯 推 斯 和 
类 策 的 基础 和 出 发 点 。 

例 1.5 为 了 提高 某 产 品 的 质量 . 公 避 经 理 考 虑 增加 投资 来 
改进 持 产 设备 ,预计 需 投 资 90 力 元 ,但 从 投资 效果 看 ,下 导 部 门 有 
二 种 意见 ， 

4 :改进 生产 设备 后 ,高 质 基 产品 可 占 90 名 

旬 : 改 进 生 产 设 备 后 ,高 质量 产品 可 目 70 名 
经 理 当 然 希 望 外 发生, 公司 效益 可 得 很 大 提高 ,投资 改进 设备 也 
是 合算 的 。 亿 根据 下 属 个 部 门 这 去 建议 被 采纳 的 人 情况. 经理 以 
为 ,0 的 可 信 程度 只 有 40 名 ,98; 的 可 信 程度 是 60 父 。 邑 

x(0)=0.4, n{0,)=0.6 
这 三 个 都 是 经 理 的 主观 购 率 。 经理 不 想 仅 用 过 去 的 经 验 玉 决策 此 
事 , 想 愤 重 一 些 , 通 过 小 规模 试验 后 观 其 结果 再 定 。 为 此 做 了 一 项 
试验 ,试验 结果 ( 记 为 4) 如 下 : 
: 坛 制 五 个 产品 ,全 是 高 质 最 的 产品 。 

经 理 对 这 次 试验 结果 很 高 兴 , 和 希望 用 此 试验 结果 来 修改 他 原 
先 对 91 和 6 的 看 法 , 即 要 求 后 验 概率 x<9|A) 与 7(0;|A)。 这 
可 用 贝 叶 斯 公式 的 离散 形式 (1. 2) 来 完成 . 妇 今 已 有 人 先 验 概率 
T(0) 与 x(,)。 还 需要 二 个 条 件 概率 P(A41) 与 PtA160;) .这 可 用 
二 项 分 布 算得 ， 

PCA|9)=0. 9=0.590, P(419) 一 0.75 一 0.168 
由 全 概率 公式 串 算 得 PCA4) 二 PCA|TODT C0)+ PAI9)x(0,) 
一 0. 337. 最 后 由 (1. 2) 式 可 算得 ， 

ztb14) 一 P(4I2)rC)AP(C4) 一 0.23670.337 一 0.700 

ArB [A=PCANG YRCO) /PA =0.101/0.337= 0. 300 
这 表明 ,经 理 根据 试验 4 的 信息 调整 自己 的 看 法 ,把 对 外 与 名 的 
可 信 程度 由 0.4 和 0.6 调整 到 0.7 和 0.3。 后 者 是 综合 了 经 理 的 
主观 概 这 和 试验 结果 而 获得 的 ,要 比 主观 概率 惠 有 吸引 力 ,更 贴近 
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当今 的 实际 ,这 就 是 帆 呈 斯 公式 的 应 用 。 

经 过 实验 4 后 ,经 理 对 增加 投资 改进 质量 的 兴趣 增 大 。 但 区 
投资 额 大 ,还 想 再 做 一 次 小 规模 试验 , 观 其 结果 再 作 决 策 。 为 此 又 
做 了 一 批 试 驻 , 试 验 结果 ( 记 为 吾 ) 如 下 : 

8B: 试制 10 个 产品 ,有 9 个 是 高 质 基 产品 。 
经 理 对 此 试验 结果 更 为 高 兴 。 逢 望 用 此 试验 结果 对 外 与 多 再 作 … 
次 调整 。 为 此 把 上 次 后 验 慨 率 看 作 这 次 的 先 验 概 率 , 即 
rl )=0.7,x(0:)=0,.3 

用 二 项 分 布 还 可 算得 

PIBIO)=1000, 9)°00, 1)=0. 387 

P(B|8,)=10(C0. 7)00. 3)=0, 121 
由 此 可 算得 PKB} 二 0. 307 和 和 后 验 概率 x(91B)=0. 883,x(9,|B) 
一 0. 117。 

经 理 看 到 ,经 过 二 次 试验 ,9 (高 质量 产品 可 占 90 色 ) 的 概率 已 
上 上升 到 0.883 ,到 可 以 下 决心 的 时 候 了 ,他 能 以 88. 3 多 的 把 握 保 证 
此 项 投资 能 取得 较 大 经 济 效益 。 


§ 1.3 ” 共 思 先 验 分 布 


一 , 共 轿 先 验 分 布 ' 

大 家 知道 ,在 区 间 (0.1) 上 的 均匀 分 布 是 贝塔 分 布 Be(1,1)。 
这 时 从 例 1. 3 中 可 以 看 到 一 个 有 趣 的 现象 。 二 项 分 布 bn 人 中 的 
成 功 玻 率 昌 的 先 验 分 布 若 取 Be(1,1), 则 其 后 验 分 布 也 是 贝塔 分 
布 Be(z 十 1 一 z 十 1)。 其 中 z 为 于 次 独立 试验 中 成 功 出 现 次 数 。 
先 验 分 布 与 后 验 分 布 同 属于 -个 贝塔 分 布 族 ,只 是 其 参数 不 辐 而 
已 。 这 一 现象 不 是 偶然 的 :假如 把 8 的 先 验 分 布 换 成 - 般 的 贝塔 分 
布 Bela,B) ,其 中 a>0,8>0。 经 过 类 似 计 算 可 以 看 出 ,2 的 后 验 分 
布 仍 是 贝塔 分 布 Be(a 十 z,8 十 2 一 T) ,此 种 先 验 分 布 被 称 为 & 的 堵 
轿 先 验 分 布 。 在 其 它 场 全 还 会 过 到 田 一 些 共 久 先 答 分 布 , 它 . 般 定 

13 


义 如 下 : 

定义 1.1 设 98 是 总 体 分 布 中 的 参数 (或 参数 向 量 ),x(9) 是 98 
的 先 验 帘 度 旺 数 ,假如 由 抽样 信息 算得 的 后 验 密度 细 数 与 (人 有 
相同 的 握 数 撕 式 , 则 称 <( 人 是 2 的 (自然 ) 共 斩 先 验 分 丰 。 

应 着 蛋 指 出 , 共 畴 先 验 分 布 是 对 某 一 分 布 中 的 参数 而 言 的 .如 
正 态 均值 . 正 态 方差 、 注 松 均 值 等 。 离 开 指 定 参 数 及 其 所 在 的 分 布 
去 谈论 共 因 先 验 分 布 是 没有 意义 的 。 

例 1.6 正 态 均 值 (方差 已 知 ) 的 共 园 验 分 布 是 正 态 分 布 。 
设 zi, rs 是 来 自 正 态 分 布 N 08,07) 的 一 个 样本 观察 值 。 其 中 0 
已 知 。 此 样本 的 似 然 了 两 数 为 : 

prl9) = (i exp | — > 《zi 一 0), 


zi 一】 


一 co < Ti < 二 co 《].5) 
现 取 另 -… 个 正 态 分 布 NGpse) 作 为 正 态 均值 8 的 先 验 分 布 . 即 
| _ O77) 
C0) — exp | p72 | ,一 co<O< 十 2 (].6) 


其 中 与 下 为 已 知 ,由 此 可 以 写 出 样本 x 与 参数 8 的 联合 密度 孙 
数 


heo9) = hexp (一 二 二 + | 
了 2 


1 加 一 2n8z 十 Dx 


GZ T 
其 中 i 二 (2X) /tg "元 一 > 若 再 记 
2 二 2 
2 1 1 下 上 上 :EE 
0 a a a 天 Tr 
则 有 
h(x,0) = kexp|— S$[AF 一 29B + C] \ 
{ 08— B/AY)’ 
一 处 Exp [= | 
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其 中 ==hiexp{ 一 方 (C 一 B*/A);。 由 此 容易 算得 样本 x 的 边缘 分 
co 2 + 
m(x} = | hx.0d0 = k,l 到 | 


上 面 两 式 相 除 , 即 得 8 的 后 验 分 碳 


i 
_ or|? (0—B/AY: 
"01x) = | exp 一 27A | xT. 
这 是 正念 分 布 , 其 均值 mm 与 方差 在 分 别 为 
_B_Zzoo 十 pr 了 
和 和 ”52 十 rr Tt 0 2 


这 就 说 明了 正 态 均值 (方差 已 知 ) 的 共 斩 先 验 分 布 是 于 态 分 布 。 入 
如 , 设 筠 ~ Ng,22) 0 一 NM(10,32)。 若 从 正 态 总 体 生 抽 得 容量 为 5 
的 样本 ,算得 三 一 12.1, 于 是 可 从 (1.8) 算 得 和 一 11.93 和 世 


一 (了)*, 这 时 正 态 均值 6 的 后 验 分 布 为 正 态 分 布 NC11.93， 


2 

二 .后 验 分 布 的 计算 

在 给 定 样本 分 布 p(x19) 和 先 验 分 布 (外 后 可 用 贝 叶 斯 公式 
计算 8 的 后 验 分 布 

Axx)= px nO) /mx) 
由 于 mlx) 不 依 整 于 9, 在 计算 8 的 后 验 分 布 中 仅 起 到 一 个 正则 化 因子 
的 作用 。 假 如 把 mx C(x) 省略, 把 见 叶 斯 公式 改写 为 如 下 等 价 形式 
nolx}oc plr {rd), (1. 9) 

其 中 符号 “ce” 表示 两 边 仅 差 一 个 常数 因子 ,一 个 不 依赖 于 8 的 常 
数 因子 .(1.9) 式 右 端 虽 不 是 正常 的 密度 函数 ,但 它 是 后 验 分 布 
xblx) 的 核 , 在 需要 时 可 以 利用 适当 方式 计算 出 后 验 密度 ,特别 
当 看 出 r(Olxz)r62) 的 核 就 是 某 党 用 分 布 的 核 时 ,不 甩 计 算 
mr) 就 可 很 快 恢复 所 缺 常数 因子 。 这 样 一 来 就 可 简化 后 验 分 布 
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的 计算 ,这 在 共生 先 验 分 布 与 非 共 斩 先 验 分 布 场 合 都 串 使 用 。 
丹 如 在 例 1.5 中 , 正 态 均值 9 的 先 验 分 布 <(9 取 为 另 一 个 下 
态 分 布 NCpsr)。 在 4 与 衬 已 知 的 情况 下 ,2 后 验 分 布 为 
TB)cc 户 (2)7CD) 
| Si 一 0 下 
| 一 汪 [ 守 一 十 人 训 全 | 
] 


oc CXB (二 ZA 一 220] 


cc exp| 一 $0 一 - B/4)"]) 

其 中 4 与 B 如 前 所 述 ,就 象 略 去 mx) 那样 ,上 面 几 步 中 俘 把 与 8 
无 关 的 因子 略 去 ,从 最 后 的 结果 看 出 ,后 验 分 布 是 正 态 分 布 , 其 均 
值 为 B/4 , 方 盖 为 4 !。 这 就 简化 了 计算 。 

例 1.7 一 项 分 布 中 的 成 功 概 率 8 的 共 思 先 验 分 布 是 贝塔 分 
布 。 设 总 体 革 ~&ln,8), 其 密度 孙 数 中 与 9 有关 部 分 为 8*(1 一 
9) 又 设 0 的 先 验 分 布 为 贝塔 分 布 Be(a,B) ,其 核 为 0 "1 一 
B)2 ,其 中 ca8 已 知 , 从 而 可 写 出 9 的 后 验 分 布 

r(x) I Pet" 7 1,0<0<1 

立即 可 以 看 出 ,这 是 贝塔 分 布 Be(a 十 tr;B 十 n 一 z+) 的 核 , 故 此 后 验 
密度 为 


ei Tlat+B+n) 


Tla+x)T (B+n— zx) 
三 、 兴 罗 先 验 分 布 的 优 缺 点 
共 斩 先 验 分 布 在 很 多 场合 被 采用 ,因为 它 有 一 个 优点 : 
1. 计算 方便 ,这 可 以上 面 一 个 例 了 和 习题 中 体会 。 
2. 后 验 分 布 的 一 些 参 数 可 得 到 很 好 的 解释 。 
例 1.8 在 “ 正 态 均 管 9 的 共 思 e 先 验 分 布 为 正 态 分 布 ”" 的 例 
1.5 中 ,其 后 验 均值 ja( 见 (1.8) 式 ) 可 改写 为 


P+) Ol 
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=Yr+ (1—7)g 
其 中 Y=oo /las* 十 r “) 是 用 方差 倒数 组 成 的 权 , 于 是 后 验 均值 各 
足 样 本 均值 互 与 先 验 均 值 疡 的 加权 平 均 。 若 样本 均值 工 的 方差 
c/n 二 ot 偏 小 , 则 其 在 后 验 均 值 的 份额 就 大 , 若 3 较 大 则 其 在 后 
验 均 值 的 份额 较 小 ,从 而 先 验 均值 在 后 验 均值 的 份额 就 大 ,这 表 遇 
后 验 均 值 是 在 先 验 均值 与 样本 均值 问 采 了 芭 折 衷 方案 。 

在 处 理 正念 分 布 时 ,方差 的 倒数 发 挥 着 重要 作用 ,并 称 其 为 精 

度 ,于 是 在 正 态 均值 的 共 斩 先 验 分 布 的 讨论 中 ,其 后 验方 差 习 所 
满足 的 等 式 ( 见 (1. 8) 式 ) 

l 1 1 1 


Tr? oa: rr og? | rT 


可 解释 为 :后 验 分 布 的 精度 是 样本 均值 分 布 的 精度 与 先 验 分 布 精 
度 之 和 ,增加 样本 量 或 减少 先 验 分 布 方差 者 有 利于 提高 后 验 分 
布 的 精度 。 

例 1.9 在 “二 项 分 布 的 成 功 报 率 8 的 其 罗 d 先 验 分 布 是 贝塔 
分 布 " 的 例 1.6 中 ,后 验 分 布 Beta 十 +,B 十 n 一 x) 的 均值 与 方差 亦 
可 改写 为 


E(0|z)— 
n XX a 十 好 a 
~ atBin n a+tBin at+p 
tT ua 
= *， i * 二 
(Cat zx) (Btn x) 
4 


EW Ti— ECO|zx)] 
Qa 十 记 十 nn 十 1 


其 中 7==n/ (a 十 8 十 nn) zj 是 样本 均值 ,a/ (a 十 B) 是 先 验 均 售 ,从 
上 述 加 权 平 均 可 见 ,后 验 均值 是 介 于 翌 本 均值 与 先 验 均值 之 间 , 它 
偏向 那 一 侧 由 7 的 大 小 决定 。 另 外 , 当 半 与 工 都 较 大 , 昌 x/n 接近 
某 个 常数 9, 时 ,我们 有 
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E(x)a T= 
好 


ee oa 
nn n 


这 表明 : 当 样 本 量 增 大 时 ,后 验 均 值 主要 决定 于 样本 均值 ,而 
后 验方 差 鳄 来 仍 小 ,这 时 后 验 密 度 曲 线 的 变化 可 从 图 1. 3 中 看 到 ， 
随 着 与 xz 在 成 比例 地 增加 时 ,后 验 分 布 愈 来 愈 向 比率 xz/n 集 
中 ,这 时 先 验 信息 对 后 验 分 布 的 影响 将 愈 来 愈 小 。 


00 02 104 06 08 10 00 0.2 04 06 08 1¢0 


图 1.3 当 ” 与 z 成 比例 增加 时 ,后 验 密度 一 一 贝塔 分 布 
Bela 十 ,8 十 nw 一 x+) 一 变化 情况 ( 纵 坐 标 刻 度 不 同 ) 

在 贝 叶 斯 统计 中 先 验 分 布 的 选取 应 以 合理 性 作为 首要 原则 ， 
计算 上 的 方便 与 先 验 的 合理 性 相 比 那 还 是 第 二 位 的 。 当 样本 均值 
x 与 先 验 均 信 相 距 较 远 时 ,看 来 后 验 分 布 应 有 二 个 峰 才 更 为 合理 ， 
可 使 用 共 轿 先 验 分 布 (如 在 正 态 均 值 场合 ) 过 使 后 验 分 布 只 有 一 个 
峰 , 从 而 会 掩盖 实际 情况 ,引起 误 困 ,在 考虑 到 先 验 的 合理 性 之 后 ， 
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充分 发 挥 共 辆 先 验 分 吸引 人 们 的 性 质 是 我 们 采取 的 策略 .因为 ,以 
正 态 分 布 为 例 , 先 验 分 布 类 {NIpr)，-ece<P<ecyr0) 还 足 是 
够 大 的 ,使 正 态 分 布 在 不 少 场合 月 来 更 括 先 验 信息 是 合理 的 。 

四 .常用 的 共 四 先 验 分 布 

共 思 先 答 分 布 的 选取 是 由 似 然 函数 (0) 一 plx|0) 中 所 含 0 
的 央 式 所 决定 的 , 妓 选 与 似 然 函 数 (8 的 函数 ) 具 有 相同 核 的 分 布 
秆 为 先 验 分 布 。 苛 此 想法 得 以 实现 , 那 共 恩 先 验 分 布 就 产生 了 。 

例 1.10 设 习 zw 是 来 白 正 态 分 布 NC(9,o:) 的 一 个 样本 
观测 值 , 其 中 0 已 知 : 现 要 寻求 方 益 o 的 共 辊 先 验 分 布 ,由 于 该 样 
本 的 似 然 函 数 为 


2y 1 1 2 
plxlo) = 0 exp | 还 人 人 0) | 


oc (Byexp | 和 > 0)?| 
i—1 


FF 述 似 然 函 数 中 oa 的 因 式 将 决定 a? 的 共 绒 和 完 验 分 布 的 形式 ,什么 
分 布 有 具有 上 述 的 核 呢 ? 

设 和 服从 伽 玛 分 布 Gala,), 其 中 a>0 为 形状 参数 ,4>0 为 
代 度 参数 ,其 密度 函数 为 


plzla,d) = FC ye rx le ,x>0 


通过 概率 运算 果 以 求 得 Y= 二 XX “的 密度 薄 数 


A Lt 
plyle,4)= Rew ey,y>0 


这 个 分 布 称 为 倒 匣 玛 分 布 , 记 为 IGala,), 假 如 取 此 倒 佑 玛 分 布 
为 的 先 验 分 布 ,其 中 参数 a 与 4 已 知 , 则 其 密度 函数 为 


A 二 — 
Tla)\o) “ 


ro) 一 ,0 


于 是 的 后 验 分 布 为 
Co|x)Jcc 记 (xc2)mrfc2) 
T9 


ox Co 'exp1 一 三 [4 十 2 《zi 一 -| 
容易 看 出 ,这 仍 是 倒 仰 玛 分 布 Gate 十 至 十 二 >) (x, 一 0)9 ， 
它 是 正 态 旋 差 a 的 共 锋 先 验 分 布 ,其 合理 性 由 先 验 信息 决定 。 
在 实际 中 常用 的 其 轿 先 验 分 布 列 于 表 1. 1。 
表 1.1 常用 共 儿 先 验 分 布 


总 体 分 布 参数 共 斩 先 验 分 布 
二 项 分 布 成 功 概率 贝塔 分 布 Be CeyB) 
泊 松 分 布 均值 傣 玛 分 布 Ga(a,4) 
指数 分 布 均值 的 倘 数 务 玛 分 布 Ga (a,) 
正 态 分 布 (方差 已 知 ) 均值 正 态 分 布 NCzsz) 
正念 分 布 (均值 已 知 ) 方 关 倒 全 到 分 布 TGata, 


$1.4 超 参数 及 其 确定 


先 验 分 布 中 所 含 的 未 知 参 数 称 为 超 参 数 , 辟 如 ,成 功 概率 的 其 
辊 先 验 分 布 是 贝塔 分 布 Bela,8), 它 含有 二 个 超 参 数 , 正 态 均 值 的 
上 共 印 先 验 分 布 是 止 态 分 布 NCrpsr5 , 它 也 含有 二 个 超 参 数 。 一 般 说 
来 , 共 辊 先 验 分 布 常 含 有 超 参 数 ,而 无 信息 先 验 分 布 ( 如 均 勺 分 布 
(0,1)) 一 般 不 含有 超 参 数 。 

共 轿 先 验 分 布 是 一 种 有 信息 的 先 验 分 布 , 故 其 中 所 含 的 超 参 
数 应 充分 利用 各 种 先 验 信息 来 确定 它 , 下 面 结 合共 体例 子 介绍 …-- 
些 确 定 超 参 数 的 方法 ,这 些 方 法 在 其 它 场合 也 都 适用 。 

例 1.11 二 项 分 布 中 成 功 概率 4 的 共 谍 先 验 分 布 是 贝塔 分 
布 Beta,p),a 与 8 是 其 一 个 超 参 数 , 从 当今 国内 外 使 用 由 叶 斯 方 
法 的 文献 中 对 a 与 如 的 确定 已 有 多 种 方法 , 现 综合 如 下 ， 

一 、 利 用 先 验 矩 

假如 根据 先 验 信 息 能 获得 成 功 概 党 8 的 若干 个 估计 值 , 记 为 
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后 ,B，*…,， 一 般 它们 是 从 历 生 数据 整理 加 工 获得 的 ,由 此 可 算得 
先 验 均值 86 利 先 验方 考 S53, 其 中 


= I, S83= id0,-D 
然后 令 其 分 别 等 于 贝塔 分 布 Beta,8) 的 期 望 与 方差 , 即 
a 
-6 


ap 一 
(ce 十 B)2(a 十 BIT) ~" 
解 之 ,让 得 超 参 数 与 有 的 估计 值 
-站 (1 一 人 0 ,i 
a 一 全 953 1| 
CO0 ,i 


| 
3 . | 


二 .利用 先 验 分 位 数 
假如 根据 先 验 肯 息 可 以 确定 贝塔 分 布 的 二 个 分 位 数 , 则 可 用 
这 二 个 分 位 数 来 确定 a 与 8. 辟 如 用 二 个 上 上 、 下 四 分 位 数 8.. 与 8 
( 见 图 1. 4) 来 确定 "与 8,2% 与 六 分 别 满足 如 下 二 个 方程 
2 十 有 1 太一- 
FeyFT8JO (1 一 8 ld0 = 0. 25 


Te Be 
| re ria (1 一 991d0 = 0. 25 


、Be(w,8) 的 如 度 则 线 


1.4 贝塔 分 布 的 上 .下 四 分 位 数 9.. 与 名 
从 这 二 个 方程 解 出 a 与 8 即 可 确 内 超 参数 ,这 可 刊 用 匈 卉 分 布 与 
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下 分 布 间 的 关系 ,对 不 同 的 4 与 8 多 算 一 些 值 ,使 积分 值 逐 渐 通 近 
0.25, 也 可 反 寺 来 计算 ,对 -~- 些 和 典型 的 a 与 8, 守 求 其 上 .下 四 分 位 
数 B. 与 1, 这 样 就 可 获得 一 张 表 ,如 表 1. 2 所 示 , 然 后 对 给 定 的 9 
与 ,从 该 表 上 查 得 近似 的 a 与 8, 辟 如 ,根据 先 验 分 布 信息 可 定 出 
br 一 0.20 与 多 一 0.09。 从 表 1.2 中 可 以 查 到 如 一 0. 192 与 儿 = 
0.091。 它 们 很 接近 给 定 的 和 与 多 ,而 这 一 行 所 对 应 的 贝塔 分 布 为 
Be(3,17) ,这 表明 可 用 a--3 与 2=17 作为 与 8 的 估计 。 
表 1 2 贝塔 分 布 的 上 ,下 四 分 位 数 bo 与 如 


Blab) Hr er Bla.bi er Err 
《1，1) 0.230 0.750 (4,8) 0. 135 0. 255 
(1,2) 0.133 0.500 {4,21) 0. 102 0. 264 
C1 1.3) 0.092 0.379 
《1v4) 0.069 0. 293 [5.5) 0. 350 0.650 
(1 ,9) 0.032 0. 143 (5,10) 0. 249 0. 413 
(1,14) 0.020 0. 095 (5,15) 0. 180 0. 312 
1,19) 0.015 0, 072 (3,20) 0. 142 0. 250 
{1 ,24) 0.012 0. 056 

C6,4) 0. 498 D. 7310 
K257 0. 500 0. 867 (6 ,9) 0.311 9. 485 
(2,2) 0. 326 0. 8674 ‘6,11) 门 . 224 0. 368 
(2,3) 0.243 0. 544 (6,19) 0.180 0. 296 
(2.8) tC.107 C. 274 
(2.13) .068 Cc. 180 《7 ,3) Db, 609 OQ. 805 
(2,18) 0. 051 0.136 (7,8) 0. 377 0. 554 
(2,23) 0.040 0. 109 (7,13) 0. 274 0. 422 

{7,18) 0.216 N. 339 
(3,.) 0. 607 0. 909 
(3,2) 0.456 0.757 (8,2) 0.726 10), B86 
(3,7) D. 196 0. 392 (8,7) 0. 4468 .623 
《3,12) 0). 1235 0. 263 [8,12) 0. 322 0. 475 
(3,17) 2. 091 0. 196 [8, TI7》 0. 258 0. 383 
(3,22) D. 072 9. 157 

9,1) 0. 857 0 988 
C4,1) 0. 707 9. 931 {9,6) 0D. 515 0D. §89 
(4,6) 0. 290 0. 512 C9,11) D 372 D0. 526 
(4,11) 0. 184 0. 339 (9,18) 0. 292 0. 425 
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三 、 利 用 先 验 矩 和 先 验 分 位 数 
假如 根据 先 验 信息 可 获得 先 验 均值 5 和 包 分 位 数 8,, 则 可 列 
出 下 列 方程 
< 十 
9 Ta 十 及 i i 
| HSE (1 — Oe-1d0=p 
解 之 ,可 得 超 参 数 a 与 8 的 估计 值 。 
四 ,其 它 方法 
假如 根据 先 验 信息 只 能 获得 先 验 均值 83, 这 时 可 令 


=8 


at+pB 
一 个 方程 不 能 唯一 确定 二 个 参数 ,这 时 还 要 利用 其 它 先 验 信 息 才 能 把 
“与 有 确定 下 来 。 艾 如 ,可 藉 助 使 用 者 对 先 验 均 值 5 的 可 信 程 度 的 大 
小 来 确定 a 与 8, 例 如 ,8 二 0.4, 那 么 满足 方程 a/ (a 十 8) 二 0.4 的 a 
与 8 有 无 穷 多 组 解 , 表 1.3 列 出 若干 组 ;从 表 1. 3 可 见 , 它 们 的 方差 
Var(9) 随 着 a 十 8 的 增 大 而 减 小 ,方差 减少 意味 着 概率 在 向 均值 EE 
(0) 集 中 ,从 而 提高 人 们 对 玉 (9) = 二 0. 4 的 确信 程度 ,这 样 一 -来 ,化 择 a 
十 8 的 问题 就 转化 为 决策 人 对 E59) == 0.4 的 确信 程度 大 小 
的 局 题 , 若 对 五 40) 一 0. 4 很 确信 , 那 a 十 8 可 选 得 大 一 些 , 若 对 
EE(0) 二 0.4 尚 存疑 感 , 那 a 十 8 就 选 的 小 -一 些 , 辟 如 决策 人 对 EC 外 
二 0.4 很 确信 ,从 而 选 a 十 8 二 35, 从 表 1. 3 可见, 此 时 &=14,B=21， 
这 样 2 的 先 验 分 布 就 为 贝塔 分 布 Be (14,21)。 

表 1.3 贝塔 分 布 中 超 参 数 与 方差 的 关系 
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员 塔 分 布 a ao 十 有 EC0) Var{0) 
Be (2,3) 2 5 C.4 0. 0400 
Be(4,6) 4 10 C. 4 0. 0218 
Be(8,12》 8 20 0. 4 0.0114 
Be(10,15) 10 25 0.4 0. 0092 
Be(14,21) 14 35 0.4 0.0067 
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8$ 1.5 多 参数 模型 


统计 中 很 多 实际 问题 含有 多 个 未 知人 参数 ,和 链 如 正念 总 体 
入 (oo) 常 俩 有 二 个 未 知 参 数 jy 生 二 ; 又 姻 多 项 分 布 MO 
pej) 带 含有 一 1 个 坟 知 参数 ,至 于 多 光正 态 分 布 NCA，、>)， ) 则 合 
有 更 多 个 参数 。 

在 贝 叶 斯 方法 的 看 架 中 处 理 多 参数 的 方法 与 处 理 单 参数 方法 
相似 , 先 根 据 先 验 信 息 给 出 参数 的 先 验 分 布 , 然 后 按 贝 时 斯 公式 算 
得 后 验 分 布 ,为 确定 起 匈 , 设 总 体 只 售 二 个 参数 8 二 (01,8,). 总 体 
的 密度 昭 数 为 p(xi 外 ,0;), 共 从 该 总 体 抽取 一 个 样本 x= Cr， 
Zz, ,并 给 出 先 验 密度 (0 0) , 则 (0 2) 的 后 验 冤 度 为 

和 (0 0 Nx pri 6) 0 ) 《1.9) 

在 多 参数 疝 题 中 ,人 科 关 心 的 常常 是 其 中 一 个 或 少数 几 个 参数 ,这 

时 其 余 参 数 常 被 称 为 讨厌 参数 或 多 余人 参数 , 鲜 如 在 二 个 套数 记 与 

0; 场合, 信 们 感 兴趣 的 是 如 ,那么 如 就 是 讨 大 参数 ,为 了 获得 9 的 
达 际 后 验 窗 度 ,只 要 对 讨厌 参数 9, 积分 即 可 。 

区 (CD |x) = 0,b, lx)a0, 《1. 10) 


上 上述 积分 对 如 的 参数 空间 进行 ,在 处 理 讨 大 参数 上 , 贝 叶 斯 方法 
葛 比 经 典 方 法 方便 得 多 。 

例 1.12 正 态 哆 值 与 正 态 方差 的 (联合 ) 共 绝 先 验 分 布 , 没 
:xr 是 来 自 正 态 分 布 No 的 -个 样本 , 沪 样 本 的 联合 窗 
度 娄 数 为 

pixljo) oc s "exp | — > (x; 一 A? 


| 
=60 "exp 1 一 5[Gn 一 1 二] 


蕉 中 工 二 1 tn -- 1)s* 一 7 一 去)7 ,以 下 寻找 ,0 ) 的 


共 因 先 验 分 布 。 
考虑 到 pg 与 of 在 联合 密度 力 数 (xn 中 的 位 置 : 取 倒 件 
到 分 布 作为 到 的 先 验 分 布 是 适当 的 5 见 例 1.9). 取 正 态 分 布 作为 
上 的 先 验 分 布 也 是 适当 的 ( 见 例 1.5), 在 考虑 到 pg 与 2 之 同 会 有 相 
开 影 响 , 故 其 共 罗 先 验 分 布 必须 有 生 积 形式 r(p|cs)xte2) ,其 中 
plo~~N( m0 /ro) 
og: ~ TGa(vo/?, po 本 /2) 
其 中 想 和 参数 wzw ,5 在 这 里 假设 已 给 定 ， 由 此 容易 写 出 Go 的 
联合 密度 函数 


x(t0:) oo 1002 2 


lexp! 一 了 [wa 十 和 (一 名) 


‘1.112 
这 种 形式 的 分 布 称 为 正 访 - 倒 倪 玛 分 布 ; 记 为 N 一 [Ga (wp， 
03)。 
应 该 指出 ,Ge 在 条 件 分 布 xCxlo) 中 出 现 显示 了 与 于 在 联 
合 先 验 中 的 相依 性 ,a 的 改变 会 对 py 产生 影响 , 壁 如 , 较 大 的 of 会 
对 产生 影响 ,并 且 这 种 影响 是 值得 注意 的 ,另外 均值 4 的 先 验 
方差 与 观察 值 x 的 方差 应 有 不 同 , 对 a 除 以 wo 就 是 对 先 验 方才 
作 适 当 油 整 ,最 后 , 先 验 中 的 - - 些 参 数 结构 是 为 ”今后 使 用 方便 市 
没 计 的 ， 
把 先 验 密 度 (1.11) 乘 以 正 态 似 然 ,立即 可 得 后 验 密 度 
XGOc 声 (上 |AGJrrCAyG) 


cca | (gat tllexp | 二 pe 十 - Ko 一 Pa )2 十 ( 妈 一 175: 


| 
注意 到 
Kolt— po) + Cp 
= (kodrn pm— pinapgot nr) trops tt nr 
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要 _ Kopi nz))’? (roruotnz)’ 

ed | er 

Kopeo |- nz 
Ho 十 好 | 二 


二 ropes 十 7 元? 


nxo (pw 一 下 ) 
0 十 姑 


一 《Ko 十 即 ) A 
把 上 式 代 回 原 式 ,并 记 
Ko nn 一 
ei 
Ks Kn 二 nn ‘1. 12) 


Un = 二 nn 


Ko 
则 在 样本 x 给 定 下 可 得 Cx,o 7 的 条 件 密度 为 


nipoo rr)coco (gy) mt Dexp | — z+ pp)?] 


Cl: 13) 
这 个 后 验 密度 (1. 13) 在 形式 上 完全 与 先 验 密度 41.11? 相 同 , 只 是 
用 vp 与 wo 分别 代替 wpu 与 wai, 故 他 仍 是 正 态 分 布 一 倒 避 
到 分布 NAN 一 rFGzkwmsot ,这 说 明正 态 一 个 苏 玛 分 布 是 正 态 均值 
上 与 正 态 方差 o 的 (联合 ) 共 思 e 先 验 分 布 。 

后 验 分 布 (1.13) 中 的 三 个 参数 也 可 得 到 很 好 的 解释 ,从 
《1.12) 可 以 看 出 ,ps 是 先 验 均值 mm 与 样本 均值 二 的 加 权 平 均 ,其 
权 为 mk 十 aa) 和 ?ae 十 za) ,这 里 1 为 样本 容量 ,而 x 扮演 这 样 
的 角色 ,所 提供 的 信息 相当 于 “wo 个 样本 ”所 提供 的 信息 ,于 是 x 
二 ko 十 n 就 可 看 作 是 “总 样本 容量 ”; 后 验 自由 上 度 v, 是 先 验 自由 度 
wo 加 上 样本 容量 nn; 后 验 平方 入 6: 是 由 先 验 平方 和 wo 、 样 本 平 
方 和 (x 一 1)# 与 附加 的 样本 均值 互 与 先 验 均 值 mm 之 差 的 平方 之 
和 组 成 。 

受 联 合 先 验 分 布 xtyyo) 二 x(y|asjn(o:) 的 启发 ,上 述 联 合 后 
验 分 布 xCpso |x) 亦 可 分 解 为 -个 条 件 后 验 密度 xrCp, ice 和- - 
个 边缘 后 验 密度 xCo?|x) 的 乘积 ,其 中 
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Io ,x~N (ps0 ) 
/x~ Ga(ly,/2 U0/2) 
把 联合 后 验 密 度 对 of 积分 可 得 p 的 边缘 后 验 密 度 


rlpIx) 一 | lx)ada’ 
| 


x [eeP tvexp(— i UG: Kap 一 £m)?] doer 
利 几 任 伯 玛 密度 函数 的 正则 性 ,可 得 
x{plx) cc Leos 十 wp 一 ej 
a 


i+ 0 A ”| 
“| 机 


这 是 自由 度 为 包 的 1: 分布, 一 - 般 t 分布 有 如 下 密度 也 数 
RA i 
0 PN, TM EN ee es Ee 
re yo vy oI | 
其 中 b>0 是 自由 度 、y 是 位 置 参数 .ao 二 0 是 尺度 参数 , 记 为 如 (Ap， 
02) , 当 闫 一 0 一 1 时 ,ft,C0,1) 称 为 标准 i 分 布 , 记 为 上 当 已 一 二 时 ， 
就 得 哥 西 分 布 ,- 一 般 + 分布 的 期 望 与 方差 分 别 为 
E(0)=p,u>1 


Varte) = 一 G2 yp 


由 此 可 见 ,在 本 例 中 # 的 边缘 后 验 密 度 是 如 (mct) ,只 有 在 几 盖 2 
时 ,其 方差 存在 ,六 1 时 ,其 期 望 存在 ,其 期 望 为 mm 方差 为 
一人) 

例 1.13 设 x=(zy…zro) 是 工 元 随机 变量 ,用 服从 4 维 正 
态 分 布 ,Ne(p, 了), 这 里 w=(p ,yw) 是 4 维 均值 向 量 , 洒 为 其 a 
阶 方差 -- 协 方差 矩阵 ,其 联合 密度 函数 为 


plxlu, 3)2|> -exp| Crp) Drm) 
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若 从 该 分 布 中 随机 抽取 一 样本 y 二 (yy,…,y,), 则 此 样本 的 联合 密 
度 亏 数 为 


四 (yt sy | Soc | > | 2 


exp = > 一 AD) 之 (3 有) 


以 下 我 们 在 “ 袜 是 已 知 ? 的 假设 下 来 寻求 均值 度量 4 的 共 力 先 验 
分 布 ,由 于 上 述 联合 密度 函数 的 对 数 (lnp) 是 的 二 次 型 , 套 4 的 
共 斩 先 验 分 布 应 是 ”元 正 态 分 布 ,为 此 变 
AAAn 
其 中 均值 疝 量 pw 与 方差 - 协 方差 阵 如 都 假设 已 给 人 定 , 于 是 42 的 
后 验 密度 有 如 下 形式 
1 


np]y) oc exp | 二 SL 一 po A Cp po) 


+ Dy 5 TY 一 站]) 
在 灸 略 常数 内 了 的 情况 下 ,二 式 可 收 写 为 


| - ) A— 站 一 4 f Tf — 

x Cu|y) scexpb 全 译 [W hep—2p Mo ptap Sp 2np > 3]| 
了 _ | 
ccexp 人 - -六 [AAA DZ 一 20p ha 十 22 了) 


ccexp| -了 Ce 一 4 一 AD | 
这 表明 ,w 的 后 验 密 度 是 ”元 正 态 分 布 , 其 均值 向 量 mw 与 方差 一 
协 方差 矩 阵 4 分 别 为 
aA tn A tnd 13) 
A =A nD ! 
这 个 结果 很 类 似 于 一 元 正 态 分 布 的 结果 ,其 后 验 均值 同 景 是 先 验 
均值 向 量 pw 与 样本 均值 向 量 > 的 如 友和 ,其 权 有 先 验 精度 年 阵 
51 与 样本 精度 年 阵 ” 袜 决 定 , 而 后 验 精 度 甜 阵 是 先 验 精 度 秃 许 
与 样本 精度 矩阵 之 和 。 
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\ 1.6 充分 统计 量 


区 分 统计 芷 在 简化 统计 问题 中 是 非常 重 监 的 概念 .也 是 经 典 
统计 学 家 各 贝 叶 斯 学 者 相 一 致 的 少数 上 凤 个 论点 之 一。 

经 典 统计 中 充分 统计 量 是 这 样 定义 的 : 设 x= (ri,… xs) 是 
来 中 分 布 哨 数 下 zl 人 的 :全 详 本 =) 足 统 让 生 , 假 如 在 给 
定 (x) 一 t 的 条 件 下 ,x 的 条 件 分 布 与 9 无 关 的 话 , 则 称 该 统计 基 
为 6 的 充分 统 放生， 

在 一 般 捕 况 下 ,用 上 述 定义 间接 验证 一 个 统计 其 的 充分 性 是 
国难 的 , 导 为 需要 计算 条 件 分 布 ,幸好 有 一 个 判 别 充 分 统计 所 的 侈 
要 条 件 , 它 就 是 黄 名 的 内 子 分 解 定理 ,该 定理 说 ,一 个 统计 蝶 
0 全 充分 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 1 与 9 多 晴 数 gg(1,09) 

一 个 样本 x 的 随 数 h(tr), 使 得 对 任 --- 样 本 x 和 和 任意 0, 样本 的 联 
re 
pri0)=pg(T x) hr) 
在 由 时 斯 统计 中 ,充分 统计 晤 也 有 一 个 充 要 条 件 ， 

定理 1.1 设 x*= 一 (zz 中 来 日 密度 闲 数 pCx| 候 的 个 
样本 ,= 二 V(x) 居 统计 项 , 它 的 密度 函数 为 p(t110), 又 设 
二 1x(0)) 是 0 的 茶 个 完 验 分 布 族 , 则 (x) 为 0 的 充分 统计 
的 充 要 杀 件 是 对 任 - 一 先 验 分 布 (9)E. 沈 ,有 

BIT x) =r | x) 
即 用 样本 分 布 p(x18) 算 得 的 后 验 分 布 与 统计 芯 T(x) 算 得 的 后 验 
分 布 是 相同 的 。 

这 个 定理 的 复杂 证 明 这 里 就 不 再 叙述 了 ,这 里 给 出 一 个 例子 
来 说 明 这 个 定理 的 含义 。 

例 1.14 设 x=(zi* x) 是 米 自修 念 总 体 NICnsa) 的 -个 
样 关 ,其 密度 函数 为 
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plrxlp,0) = (2x)- to-"exp | 一 加 > Cx; 一 pe? \ 


| 
(2r) 一 za "exp | 一 


其 中 
z Q= Dr 一 了 
设 r(Cp, 于 )》 是 = 任 - 


.个 先 验 分 布 , 则 js o 的 后 验 窗 度 为 
5 (poexp| 一 
TU My G2 | 二) 一 过 二 
sl oexp| - 30 + alt- 1] dto 
男 一 方面 , 二 维 统计 量 了 = (z@) 怡 好 是 Cao2) 的 充分 统计 是 ,人 
家 知道 ,地 一 (CA ,Q/r Xn 1) » 由 此 可 分 刊 写 出 就 与 Q 
的 分 布 


te 十 n( 五 一 ral 


2 Yn | n 2 
plzluso ) = exp poiT 11) | 
] 
已 (和 wo) 一 Qi exp{ 一 @Q72o2) 
有 
由 十 工 i 容易 写 出 
‘ A NA 9AG bE be _ 
pliQir 0 )= Te -Qtr 
2 过 2 


利用 相同 的 先 验 分 布 x(p,0) ee 志和 久 下 的 后 验 分 布 


GT HG 9expi 一 3 二 [Q + n(T 一 A): 可 
MCA GE | 已) = 
上 网 El “exp { — LIQ 二 ntT— a): ]janae 
比较 这 - -个 后 验 密 度 ,可 得 
ua 


|z,Q)=rp,0 |x) 
由 此 可 见 , 用 充分 统计 最 ( 芝 ,Q@) 的 分 布 算 得 的 后 验 分 布 与 用 样本 
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分 布 算得 的 后 验 分 布 是 相同 的 。 

关于 定理 1.1 我 们 有 二 点 说 明 、 

1. 定理 1.1 给 出 的 条 件 是 充分 必要 的 , 故 定理 1.1 的 充 要 条 
件 可 和 作为 充分 统计 量 的 贝 叶 斯 定义 ,和 艾 如 在 例 1.13 中 把 工 改 为 
2 同样 计 在 (zyQ) 给 定 下 ,算得 后 验 分 布 , 但 没有 上 述 等 式 , 即 
开 (A rs) F Aro |x) | 
按 贝 时 斯 定义 ,统计 量 (z,@) 不 是 <p,o ) 的 充分 统 汗 量 ， 

2. 假如 已 知 统计 景 1'(x) 是 充分 的 ,那么 按 定理 1.1, 其 后 验 
分 布 可 用 该 统计 量 的 分 布 算得 ,由 王充 分 统计 量 可 简化 数据 .降低 
维 数 , 故 定理 1. 1 亦 可 用 米 简化 后 验 分 布 的 计算 。 

例 1.15 设 x=(zr…z) 是 来 自 正 态 分 布 NC9,1) 的 个 
样本 ,大 家 知道 伴 本 均值 工 是 0 的 充分 统计 其, 若 4 的 先 验 分 布 取 
为 正 态 分 布 N(0,5), 其 中 民 已 知 ,那么 9 的 后 验 分 布 可 用 充分 统 
计量 到 的 分 布 算得 , 即 


x IF) oCexp 


| 
ccexp | -- 六 [Cn 十 的 一 2ag5] | 


天 并 1 


=N| nr 2? 有 2 十 有 了 


习 题 


1.I 设 29 是 -: 批 产品 钓 不 合格 率 , 已 知 它 不 是 0. 1 就 是 0, 2, 日 其 先 验 分 布 
为 
rt0.1) 一 0.7， rr(0.2) 一 0.3 
假如 从 这 批 产 品 中 随机 取出 8 个 进行 检查 ,发 现 有 2 个 不 合格 品 , 求 
的 后 验 分 布 。 
1.2 设 一 卷 磁 带 上 的 缺陷 数 服 从 泊 松 人 分布), 其 中 2 可 取 1.0 和 1.5 中 
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1.4 


1.5 


1.6 
1.7 


1.8 


1-9 
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的 一 个 ,又 设 和 的 先 验 分 布 为 
XC(1.0)—=0.4, x(1.5)=0.6 
假如 输 查 -一 卷 磁带 发 岗 了 3 个 缺陷 , 求 8 的 后 验 分 布 。 
设 2 是 - 批 产 品 的 不 仓 格 率 , 从 中 拭 取 8 个 产品 进行 检验 ,发 现 3 个 不 
合格 品 , 假 如 先 验 分 布 为 
172 一 LO 1) 


{ 201—0), 0<<g<1 
(2)D 一 ri9) 一 | 


\ 0， 其 它 场 合 

分 别 求 8 的 后 验 分 布 。 

设 rz ,zs 是 来 自 密度 函数 p(xz[9) 的 一 个 样本 ,rt6) 为 6 的 先 验 分 

布 ,证 明 ; 按 下 述 序 贯 方法 以 可 求 得 8 的 后 验 分 布 

(给 定 zz; 下: 求 出 x(9|xDocp(ri19Dr(9) 

(2) 把 rxC9|z1) 当 作 下 一 步 的 先 验 分 布 ,在 给 定 rs 下, 求 得 rriyzrs) 
CC 由 (sz 

(3) 按 此 上 方法 重复 ,把 wxC8lzi ,xs-:) 当 作 下 一 步 的 先 验 分 布 ,在 给 定 
Xz 下, 求 得 nt91x2C p(xra16)rt9| ri Tr 1), 


设 随机 变量 六 服 从 均匀 分 布 UC9 ~ 六,9+ 六 ), 其 中 9 的 先 验 分 布 为 
(10,20) ,假如 获得 区 的 观察 值 12, 求 8 的 后 验 分 布 ;假如 连续 获得 X 
的 5 个 观察 值 

12.0,11.5;,11.7,1:.1,11.4,11.9 
青 求 5 的 后 验 分 布 。 
验证 ;党 松 分 布 的 均 信 的 其 思 先 验 分 布 是 牙 球 分 布 。 
没 随 宙 变 基 天 的 密度 函数 为 

plrlD—2r/F, 0<z<e< 1 
在 下 列 二 个 先 驻 分 布下 分 别 求 2 的 后 验 分 布 

(DO~0U (0,1) 

(IORI, OO 
从 一 批 产品 中 拙 检 100 个 ,发 现 有 3 个 不 合格 品 , 假 如 该 产 丫 不 合格 率 
8 的 先 验 分 布 为 贝塔 分 布 Be(2.200) , 求 8 的 后 验 分 布 。 
设 某 集团 中 人 的 高 度 ( 单 位 : 厘米 ?服从 NO0,5) ,六 设 笠 均 高 度 8 的 
先 验 分 布 为 W0172.72,2. 54)，, 旭 今 对 随 栅 选 出 的 10 人 测 证 高 度 ,其 平 


-10 


-11 


- 13 


均 高 度 为 176. 53 厘米 。 
(1) 求 8 的 后 验 分 布 。 
42) 指 出 半径 为 2.5 厘米 的 区 所 ,使 该 区 间 内 点 的 与 验 密度 值 都 人 了 区 
间 外 的 点 的 后 验 密 度 值 。 
3) 计算 平均 高 度 9 落 在 这 个 区 亲 的 慨 率 。 
从 正 态 总 体 NC0,2*} 中 随机 抽取 容量 为 100 的 样本 ,又 设 ? 的 先 验 分 
布 为 正 态 分 布 。 
证 明 : 不 管 先 验 标准 莽 为 多 少 ,后 验 标准 差 - 定 小 于 175。 
某 人 得 天 早上 在 车 站 等 候 公共 汽车 的 时 间 ( 单 位 :分 钟 ) 腿 从 均匀 分 布 
U0,0) ,假如 8 的 先 验 分 布 为 
(0)=| 192/8:, f=4 
0， 0- 一 1 
假如 此 人 在 3 个 早上 等 车 时 间 分 别 为 5,8,8 分 钟 , 求 8 的 后 验 分 布 。 
设 江 ,… ss 是 来 和 白 均 旬 分 布 UC0,8) 的 个 样本 , 尺 设 8 的 先 验 分 布 
为 Pareto 分 布 , 其 密度 函数 为 
| afi/Fii, 8>0 


， ps 加 


区 5 有) 一 


其 中 参数 名 >0.a>>0. 证 明 :8 的 后 验 分 布 仍 为 Pareto 分 布 , 即 Pareto 
分 布 是 的 怀 分 布 过 (0, 人 端点 的 共 绝 先 验 分 布 。 
设 参 数 蝇 的 先 验 分 布 为 珊 塔 分 布 Beta,8), 若 类 先 验 信息 获得 其 钨 位 
与 方差 分 别 为 173 与 1745 ,请 确定 沪 先 验 分 布 。 
设 x1，,… ,ics 是 米 自 指数 分 布 ExpCl) 的 一 个 样本 ,指数 分 布 的 密度 函 
数 为 
韦 人 (rz 一 Me *, 工 这 吕 
(1) 验 证 : 黄 玛 分 布 Ga(la,8) 是 参数 4 的 共 力 先 验 分 布 。 
(2) 若 从 先 痊 信 息 得 知 , 先 验 均 利 为 0- 0002, 先 验 标准 差 为 5.0001, 请 
确定 其 起 参数 。 
设 x1,…,z 是 来 白 正 态 分 布 Rb ,oz) 的 :个 样本 , 令 0 一直:. 义 设 
(加 ) 的 联 人 台 先 验 分 布 如 下 给 定 : 
(1 在 男 定 史 时 ,2 的 条 件 分 布 为 NC(0,1/28,)。 
《2)2 一 Ga 其 中 已 知 。 
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求 (84 多) 的 后 验 分 布 x(B1 1,5,x)。 
密度 通 数 可 小 示 为 如 下 形式 
pr)=ctOexp{$ OT (Cr) hr) ER 
和 且 其 支撑 {x:ptr! 四 汪 0) 不 依赖 于 8 的 分 布 族 称 为 单 参数 指数 族 . 
0) 车 一 ri, wz) 是 来 自分 布 pCz10) 的 一 个 样本 ,验证 :如 下 的 先 
验 分 布 
Artocc exp ($0)v} 
是 单 参 数 指数 族 中 和 参数 9 的 靶 斩 先 验 分 在 ,其 中 ?与 品 是 一 个 待定 的 
超 参 数 ， 
(2 对 泊 雁 分 布 族 与 正 态 分 布 族 验 证 上 述 结果 ， 
多 项 分 布 产 生 于 如 个 撒 述 的 着 次 独立 重复 试验 。 
(TD 每 次 试验 可 能 有 中 结果 :4 ,A 日 CA) 二 抽 0,1 二 1.、 
ri 十 -一 十 如 二 1 
(2) 对 上 述 试 验 独 立地 和 恒 复 束 次 ,以 xz; 表示 4 出现 次 数 ,i 二 1,*…,r， 
则 kx,z) 足 = 维 随机 变 基 ,在 产 次 试验 中 4, 出现 次 (i 一 1; 
‘oe :的 概率 为 
ni 


PXI x Noo, 
zi! tl 


其 中 zi 十 … 十 六 一 加 ?这 就 是 多 项 分 布 (一 项 分 布 的 推广 ), 记 为 MCm; 
Bl s+ 0) 
验证 :上 下面 的 狄 里 赫 利 5Pirichlet) 分 布 ( 贝 塔 分 布 的 推广 ) 


oe ys 
nO 0 FY e010 0, 240.~1 


是 多 维 人 参数 50 8) 的 共 匈 先 验 分 布 , 假 如 把 这 个 先 验 分 布 记 为 万 
《a 0 , 则 其 后 验 分 布 为 Dla 十 zx 0 十.)。 
设 zx,…… ,za 居 来 自 深 松 分 布 B04) 的 - -个 样本 ,用 由 叶 斯 公式 证 明 ， 


和 2 二 是 4 难 充 分 统计 基 。 


第 二 章 ” 贝 呈 斯 推断 


$ 2.1 条 件 方法 


未 知 参 数 了 的 后 验 分 有 (01 是 集 二 种 信息 (总 体 ,样本 和 
先 验 ) 寺 一 身 , 它 包含 了 8 的 所 有 可 供 利用 的 信息 ,所 以 有 关 68 的 
点) 估计 ,区 间 估 计 和 假设 检验 等 统计 推断 都 按 -十 方 式 从 后 验 
分 布 提 到 信息 ,其 提取 方法 与 经 典 统计 挫 断 相 比 要 简单 明确 得 多 .。 

后 验 分 布 "(81x) 是 在 样本 x 给 定 下 8 的 条 件 分 布 ,基于 后 验 
分 布 的 统计 推断 就 意味 着 只 考虑 已 出 现 的 数据 (样本 观察 值 ) ,市 
认为 未 出 现 的 数据 与 推断 无 关 , 这 一 重 睁 的 观点 被 称 为 “条 件 观 
点 ”基于 这 种 观点 提出 的 统计 推断 方法 被 称 为 条 件 方法 ,他 与 大 
家 熟悉 的 频率 方法 之 间 还 是 有 很 大 的 差别 ,车 如 在 对 估计 的 无 侦 
性 的 认识 上 ,经 典 统 计 学 认为 参数 8 的 匹 偏 舍 计 8Cx) 应 满足 如 下 
等 式 : 

EBCx) = | .5GDacxlg)ar = 0 


其 中 平均 是 对 样本 空间 中 所 有 可 能 出 现 的 样本 而 求 的 ,可 实际 中 
样本 空间 中 绝 大 多 数 样本 尚未 出 现 过 ,其 侍 重复 数 百 次 也 不 会 出 
现 的 样本 也 要 在 评价 佑 计量 & 的 好 乐 中 占 一 席 之 地 ,何况 在 实际 
中 不 少 佑 计量 只 使 用 一 次 或 几 次 ,而 多 数 从 未 出 现 的 祥 林 也 归 参 
与 平均 是 使 实际 工作 者 难于 理解 的 ,这 种 看 问题 的 观点 就 是 条 件 
的 观点 , 故 在 贝 叶 斯 推断 中 不 用 无 俩 性 ,而 条 件 方法 是 容易 被 实际 
工作 者 理解 和 接受 的 ,下 面 的 例子 作 进一步 的 说 明 。 
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例 2.1 〈Berger(1985)) 假 没 要 对 某 物 质 进 行 分 析 , 可 以 溢 
组 约 的 实验 室 ,也 可 送 加 利 福 有 尼 亚 的 实验 室 , 这 两 个 实验 室 大 体 工 
一样 好 , 故 用 报 硬 币 的 方法 来 类 定 , 出 现 * 正 面 " 送 纽约 ,站 现 " 反 
面 ? 送 加 利 福 顾 亚 . 抛 的 结果 为 区 面 , 此 送 加 利 襟 尼 业 。 过 一 段 时 
问 ,试验 结果 送 回来 之 后 ,就 要 下 结论 和 与 报告 ,那么 .结论 要 不 变 
考虑 硬币 还 昌 出 现 正 面 的 情况 呢 ? 常识 会 坚决 地 认为 ;不必 考 虑 ， 
即 愉 与 党 际 进行 了 的 试验 有 有 关 , 而 频率 派 的 观点 认为 是 形 要 考虑 
的 , 即 深 对 所 有 串 能 的 数据 ,包括 纽约 实际 室 可 能 会 得 到 的 香 种 结 
果 来 求 平均 ,这 一 观点 常 使 实际 民 作 者 礁 以 接 党 ,关于 条 件 方法 与 
频率 方法 之 间 约 差异 及 其 彩 响 将 让 以 后 庶 节 中 逐步 涉 太 , 现 转 入 
用 夺 斯 推断 的 一 些 方法 的 讨论 ， 


322 估 计 


一 . 贝 叶 斯 估计 

设 0 荐 总体 分 布 ptz10)? 中 的 参数 ,为 了 估计 该 参数 ,可 从 该 
总 体 随 机 抽取 - -个 样本 YY= Cry,… ,es) ,同时 依据 86 的 先 验 信息 选 
怪 - 一 个 先 验 分 布 zxC0) ,在 用 愉 叶 斯 公式 算得 后 验 分 布 TC9|x), 这 
时 .作为 6 的 估计 可 选用 后 验 分 布 zx(8|x) 的 某 个 位 置 特 征 二 ,如 
后 验 分 布 的 众 数 .中 位 数 或 期 望 值 \ 所 以 倘 计 是 应 出 后 验 分 布 最 简 
单 的 推断 形式 ， 

定义 2.1 使 后 验 密谋 x(81x) 过 到 最 大 的 值 yw 称 为 最 大 hi 
验 估计 ;后 验 分 布 的 中 位 数 0w 称 为 8 的 后 验 中 位 数 合计 ;后 验 分 
布 的 期 望 值 关 称 为 0 的 后 验 期 望 估计, 这 三 个 估计 也 部 称 为 6 的 
岁 叶 斯 秸 计 , 记 ' 为 9,, 在 不 引起 混乱 时 也 记 为 8。 

在 -… 般 场合 下 ,这 三 种 贝 叶 斯 估计 是 不 同 的 ( 见 图 2.1). 当 后 
验 密 度 师 数 为 对 称 时 ,这 三 种 贝 时 斯 估计 重合 ,使 用 时 可 根据 实际 
情况 选用 盐 中 一 种 估计 ,或 者 说 ,这 二 种 佑 计 是 适合 不 同 航 实 际 需 
划 而 浴 用 至 今 。 
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nt br) 


图 2.1 2 的 三 种 贝 叶 斯 估计 


例 2.2 没 z mv 是 来 日 正 态 总 体 N(0,0 ) 的 个 样本 ， 
其 中 天 已 知 , 老 取 吕 的 共 罗 先 验 分 布 久 CE 作为 2 的 移入 分布 ， 
其 中 与 娠 已 知 ,由 例 1.5 知 :9 的 后 验 分 布 为 Ng) 其 中 
与 中 好 (0.8) 所 示 ,出 于 下 态 分 布 的 对 称 性 ,2 的 一 种 贝 叶 斯 估计 
重合 . 即 b= bb 战 者 说 8 的 给 叶 斯 人知 计 为 


1/ Ga 三 a 下 全 
Op=— /to * 广 二 
ai- Gr Tr 7 


此 中 有 $= 所 ,多 是 先 验 均值 与 祥 本 均 信 的 加 权 平 均 。 
作为 一 个 数值 例子 ,我 们 震感 对 - -个 儿童 做 短 力 测验 , 设 测 验 
结果 天 一 NO 100) ,其 中 9 了 在 心理 学 中 定义 为 该 儿童 的 智商 , 恨 
握 过 去 多 次 测验 ,可 设 0 一 NI100,225) ,应 用 上 述 方法 .在 ”=1 
时 ,可 得 在 给 定 => 条 件 下 ,该 儿童 智商 8 的 后 验 分 布 是 正 态 分 
布 Amyat 其 中 ， 
上 00X100 十 223z 400 十 9 


A 100 二 225 ”3 


2 L100 X225 _ 3900 2 
og! 二 100 十 225 一 13 69. 23 一 8. 32) 


假如 该 儿童 这 次 测验 得 分 为 115 分 , 则 他 的 吞 商 和 的 贝 叶 斯 估计 为 


b= ss 3 110. 38 


例 2.3 为 估计 不 合格 曲率 中 今 从 -- 批 产品 中 随机 抽取 ，” 
件 , 其 中 不 会 格 品 数 多 服 从 二 项 分 布 bmy9) ,国内 外 诸多 文献 上 
37 


部 取 内 塔 分 布 BeCa,B) 作 为 8 的 先 验 分 布 , 它 的 众 数 为 (a 一 1)/(a 
十 一 2), 它 的 期 望 为 a/ (a 十 B), 这 里 假设 a 与 已 知 , 由 共 声 先 
验 分 布 可 知 ( 见 例 1.7), 这 时 8 的 后 验 分 布 仍 为 由 卉 分 布 Bela 十 
zB+n 一 zz), 这 时 8 的 最 大 后 验 估 计 Bun 和 后 验 期 望 估计 级 分别 
为 
a 4 十 工 一 上 
a 二 Btn—2 


8 一 一 人 
” 4 十 有 十 
这 两 个 中叶 斯 估计 各 有 不 同 , 作 为 - -个 数值 重子 ,我 们 选用 内 
叶 斯 假设 , 即 8 的 先 验 分 布 选 为 (0,1) 上 的 均 名 分布 i(0,1), 它 就 
是 4 二 8 二 ] 的 贝塔 分 布 ,假如 其 他 条 件 不 变 , 那 么 8 的 上 述 两 个 由 
叶 斯 估计 分 别 为 


人 二] 


对 这 两 个 贝 叶 斯 街 计 我 们 作 如 下 两 点 讨论 。 

第 一 ,在 二 项 分 布 场 合 ,9 的 最 大 后 验 估计 就 是 经 典 统计 中 的 
极 大 似 然 估计 ,也 就 基 说 ,个 合格 品 率 8 的 极 大 似 然 估计 就 是 到 特 
定 的 先 验 分 布 U(0,1) 下 的 员 夺 斯 信 计 ,这 种 现象 以 后 还 会 多 次 看 
到 . 贝 叶 斯 学 派对 这 种 现象 的 看 法 是 :任何 使 用 经 典 统 计 的 人 都 在 
自觉 或 不 自觉 地 使 用 贝 叶 斯 推 斯 ,与 其 不 自 党 地 使 用 ,还 不 如 主动 
选取 更 适合 的 先 验 分 布 使 推断 更 富有 意义 ,当然 频率 学 派 不 会 刀 
受 这 种 观点 ,因为 员 峙 斯 学 派 至 今 尚 来 证 明 : 总 体 分 布 如 (z19) 中 
的 参数 的 任 一 经 典 估计 都 存在 一 个 先 验 分 布 ,使 得 其 贝 时 斯 估计 
就 是 该 经 典 估计 。 

第 二 ,0 的 后 验 期 望 估计 Bx 要 比 最 大 后 验 估计 gm 更 适合 一 
些 , 表 2.1 列 出 四 个 试验 结果 ,在 试验 ] 与 试验 2 中 ,“ 抽 验 3 个 产 
品 没有 一 件 是 不 合格 品 ? 与 “抽验 10 个 产品 没有 一 件 是 不 人 台 络 品 ” 
这 二 个 事件 在 人 们 心目 中 留 下 的 印象 是 不 同 的 ,后 者 的 质量 要 比 
前 者 的 质量 更 信得过 ,这 种 差别 用 Bowp 反 映 不 出 来 ,而 用 鱼 会 有 所 
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六 映 , 类 似 地 ,在 试验 3 和 试验 4 中,“ 抽 验 3 个 产品 全 部 不 合格 ” 
与 “抽验 10 个 产品 全 部 不 合 略 ?在 人 们 心目 中 也 是 有 差别 的 二 个 
下 件 ,前 者 的 质量 很 关 , 而 后 者 的 质量 已 不 可 救 药 ,这 种 差别 用 
mp 反 喘 不 出 来 ,而 用 久 能 反映 一 些 Re 后 验 期 
望 佑 计 和 更 具有 吸引 力 , 在 其 他 场 台 这 二 个 估计 相差 术 太 ,在 实际 
中 ,人 们 经 We 

表 2.1 不 合格 品 率 4 的 二 种 由 时 斯 估计 的 比较 


试验 号 ”样本 其 不 合格 品 数 二 Bip 一 rm Be= (r+1)/ nt+2) 


1 3 人 人 0. 200 
2 10 0 0 0. 083 
3 3 3 ] 0. 800 
4 19 10 1 D0. 917 


例 2.4 设 + 是 来 自如 下 指数 分 布 的 一 个 观察 值 。 
plr|0)=e ,x 0 
又 到 柯 西 分 布 作为 8 的 和 完 验 分 布 , 即 


RR 
MO 
这 时 可 得 后 验 密 度 
ee E 
A TT 


为 了 学 找 8 的 最 大 后 验 估 计 bn, 我 们 对 后 验 密度 使 用 微分 

法 ,可 得 
一 | el 200 
Ce 1 二 多 (1 十 扣 )?J 
ee (0—1): 

人 0 
由 于 x(61zx) 的 非 减 性 ,考虑 到 8 的 取 值 不 能 超过 =, 故 8 的 最 大 后 
验 估计 有 邮 为 Bip 二 工 。 

二 ,` 贝 叶 斯 估计 的 误 姜 

设 ? 是 9 的 -- 个 员 叶 斯 估计 ,在 样本 给 定 后 , 是 一 个 数 .在 综 
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合 各 种 信息 后 :0 是 按 (8jx) 取 值 , 所 以 评定 一 个 贝 叶 斯 估计 的 误 
差 的 最 好 而 又 简单 的 方式 是 用 9 对 6 的 后 验 均 方差 或 其 平方 根来 
度量 ,其 体 定义 如 下 ， 

定义 2.2 疫 参数 0 的 后 验 分 布 TC91x) ,由 叶 斯 估计 为 2 和. 则 

MSECOII)= E00—0)’ 
称 为 及 的 后 验 均 方 差 ,而 其 平方 起 [LMS 下 (Blx) 了 称 为 的 后 验 标 
准 误 , 其 中 符号 Be 表示 用 条 件 分 布 r(Ojx) 求 期 望 , 当 昌 为 6 的 后 
验 期 望 让 一 二 (8 rz) 时 ， 则 
MMSE |x) = E00—05) = Var (td|x) 


称 为 后 验方 差 , 基 平方根 [Var(01x) 注 称 为 后 验 标 准 差 。 
后 验 均 方 差 与 后 验方 差 有 如 下 关系 ， 
MSEO|xX)= EO0— 0): 
=EVTCO~—0) + OO) 
=Var(Olx) TT (0 —0)? 
这 表明 , 当 站 为 后 验 均值 诺 = 匹 (0Ix) 时 ,可 使 后 验 均 方差 达到 最 
小 ,所 以 实际 中 党 取 后 验 均值 作为 8 的 贝 叶 斯 估计 值 。 

从 这 个 定义 还 可 看 出 ,后 验方 差 ( 后 验 均 方差 也 一 样 ) 只 依赖 
样本 x, 不 依赖 于 2, 故 当 样 本 给 定 后 ,它们 者 是 数 , 立 即 可 以 应 用 ， 
而 在 经 典 统 计 中 ,全 计量 的 方差 常常 还 依 赵 于 被 估 参 数 8, 使 用 时 
常用 估计 2 去 代 蔡 9, 获得 其 近似 方差 才 可 应 用 ,另外 在 计算 上 ， 
后 验方 差 的 计算 在 本 质 上 不 会 比 后 验 的 均值 计算 更 复杂 一 - 些 , 央 
为 它们 都 用 同 -~ 个 后 验 分 布 计算 ,市 在 经 典 统 计 中 ,估计 量 的 方差 
计算 有 时 还 要 涉及 扶 样 分 布 ( 估 计量 的 分 布 ), 大 家 知道 ,寻求 摧 祥 
分 布 在 经 和 典 统计 学 中 常常 是 一 个 困难 的 数学 问题 ,可 在 贝 叶 斯 推 
断 ( 包 括 后 面 的 区 闻 佑 计 和 假设 检验 ?中 从 不 涉 政 寻求 抽样 分 布 问 
题 ,这 是 因为 内 时 斯 推断 对 未 出 现 的 样本 不 加 考虑 之 故 , 当 然 这 也 
是 从 笨 件 观点 导出 的 一 个 必然 结果 。 
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例 2.5 没 一 批 产品 的 不 合格 品 率 为 ,检查 是 一 个 接 一 
进行 , 坦 到 发 现 第 一 个 不 合格 品 停 下 检查 , 知 设 和 为 发 观 第 一 
不 合格 品 时 已 检查 的 产品 数 , 则 乱 服 从 几何 分 布 , 其 分 布 列 为 

已 ( 藉 一 六 的 一 有 一 的 ,r=1,2, 
假如 其 中 人 参数 9 只 能 为 1/4,2/4 和 3/4 三 个 值 , 并 以 相同 概率 到 
这 二 个 值 ,如 今 只 获得 -- 个 样本 观察 值 x 二 3, 要 求 8 的 最 大 后 验 
估计 Bup ,并 计算 它 的 误差 。 

在 这 个 间 题 中 ,8 的 先 验 分 布 为 


ee 
Pls | a ls,2»,3 
在 9 给 定 下 ,X=3 的 条件 概率 为 
P(X=3|0)=0(1—0): 


于 是 联合 概 源 为 
P| X=3,b 一 二 | = 地。 二 | 1 一 | 


4 
X= 3 的 元 条 件 概 举 为 


ee a ey 3 .sl 5 
PX=3)= 汪 [二 (各 zs 二 记 (和 2)? 二 各 (二 )* | 一 二 
于 是 在 和 =3 条 件 下 ,8 的 后 i 
| 
P(g=;/41X 一 9) [1 = ,9 
或 
1 | 14 2/4 3/4 


PlO=i/4|X=3)| 9/20 8/20 3/20 


可 以 看 出 ,2 的 最 大 后 验 估计 Bwp==1/4。 
为 了 计算 此 责 叶 斯 估计 的 误差 ,我 们 先 计 算 上 述 后 验 分 布 的 
均值 与 方差 ,容易 算得 
ECOIX=3)=17/4;. LIX=3)=17/80 
于 是 后 验方 差 Var(8| 久 一 3) 一 17/80 一 (117/40 六 一 51/1600, 利 月 
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前 述 公式 ,最 大 后 验 估计 2uo 的 后 验 均 方差 为 
MSECO|X=3)=Var(f K=3) (Pup— Oe)? 
而 其 后 验 标准 误 为 [LMSECDIX=3)]* 二 1/4 
例 2.6 在 例 2.2 中 ,在 选用 共 入 先 验 分 布下 ,不 合 展 品 率 8 
的 后 验 分 布 为 贝塔 分 有 有 , 它 的 后 验方 差 为 


Catz) +n.c) 
(ca 十 8 十 ma 十 8 十 2 十 力 


其 中 ”为 样本 量 ,z 为 样本 中 不 合格 品 数 ,a 与 8 为 先 验 分 布 中 的 
二 个 超 参 数 。 苦 取 a 二 6==1, 则 其 后 验方 差 为 


a _ (zx 二 1)tn z+]1) 
Mar) a dy 


这 时 9 的 后 验 期 望 估计 如 利 最 大 后 验 估 计 Bw 分 别 为 


Var(8|x)}= 


pa A 攻克 
3 Bp 
经 7 


显然 ,上 的 后 验 均 方差 就 是 上 述 Var (C017) ,Oww 的 后 验 均 方 差 为 
s+ DAD) etl | 

《2 十 2)Ga 十 3) nT2 ni 
对 若干 对 (n,x) 的 值 算得 的 后 验方 差 和 后 验 均 方 表 列 入 表 2.2 
中 ,从 表 1. 3 可见 ,样本 量 的 增加 有 利于 后 验 标 准 差 和 后 验方 差 的 
减少 。 


MSECOw lz) = 


表 2.2 如 和 ap 的 后 验 均 方 莹 
n BF Var <、Avar up MSE MMSE 


3 1y 1/5 0.02667 0.16 0 0.06667 0. 26 
190 0 1/2 0.00588 0.08 0 0.01282 0. 11 
10 1 2/12 0.01068 0.10 1/10 0.01512 0, 12 
20 1 2/22 0.00359 0.06 1/20 0. 00527 0.07 
注 :Var 二 Var(8|7) ,MSE=MSE(Oup|r)。 
.42 


3 2.3 区 间 估 计 


一 ,可 信 区 间 
对 于 区 间 佑 计 问 题 .: 贝 叶 斯 方法 具有 处 理 方便 和 含义 清晰 的 
优点 ,而 经 典 方 法 寻求 的 置信 区 问 常 受 旬 批评 。 
当 参 数 0 的 后 验 分 布 <(C01x) 获 得 以 后 ,立即 可 计算 0 落 在 某 
区 间 fa ,到 内 的 后 验 概 率 , 璧 如 1 一 x, 即 
PlaSo<b|x)=1—e 
反之 ,车 给 定 概 率 1 一 a; 要 找 -个 区 间 [a,5 ,使 上 式 成 立 , 这 样 求 
得 的 区 间 就 是 2 的 页 呈 斯 区 间 估 计 , 又 称 为 可 信 区 间 , 这 是 在 8 为 
连续 随机 变量 场合 , 若 # 为 离散 随机 变量 ,对 给 定 的 概率 1 一 c, 满 
足 上 式 的 区 间 [a,5] 不 “: 定 存在 ,这 时 只 有 了 格 微 放大 上 式 左 端 概 
雍 , 才 能 找到 az 与 4, 使 得 
己 (a 近 sz 人 1 一 a 
这 样 的 区 间 也 是 8 的 贝 叶 斯 可 仿 区 闻 , 它 的 一 般 定 义 如 下 。 
定义 1.3 设 参 数 9 的 后 验 分 布 为 rt61x) ,对 给 定 的 栏 本 x 
和 概率 1 一 0<a<1), 若 存在 这 样 的 二 个 统计 量 刀 二 久 (xX) 与 所 
二 B(x), 使 得 
P(ALN |r) 1 a 
则 称 区 间 [ 记 ,入 ] 为 参数 8 的 可 信 水 平 为 1 一 x 贝 叶 斯 可 信和 区 间 ， 
或 简称 为 8 的 1 一 & 串 信 和 区间 。 市 满足 
P(O20|x)>1—a 
的 入 称 为 2 的 1 一 x( 单 侧 ) 可 信 下 限 。 满 足 
POEA x 1—a 
的 四 称 为 8 的 1 一 a( 单 刘 ) 可 信 上 限 。 
这 里 的 可 信 水 平和 可 信 区 间 与 经 典 统计 中 的 曾 信 水 平 与 置信 区 
闻 昌 是 同类 的 概念 ,但 两 者 还 有 本 质 差 别 , 主 要 表现 在 如 下 -点 : 
1, 在 条 件 方法 下 ,对 给 定 的 样本 x 和 可 信和 水 平 1 一 a 通过 后 
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验 分 布 可 求 得 具体 的 可 们 区 间 ,车 如 ,2 的 可 依 水 平 为 0.3 的 可 信 
这 里 是 [1.5,2,61, 这 于 我 们 可 以 写 出 
Pl 5 过 xs2.6x) 一 0.9 

还 可 以 说 ;“98 属于 这 个 区 闻 的 概率 为 0.9? 或 "9 落 入 这 个 区 上 妆 的 
概率 为 0.9”, 可 对 置信 区 间 就 不 能 这 么 说 ,因为 经 典 统 计 认 为 如 
是 常量 , 它 要 么 在 [1.5,2.6j] 内 ,要 么 在 此 区 但 之 外 ,不 能 说 :“8 杰 
1L1.5,2.6] 内 的 做 率 为 0.9”,. 只 能 说 :在 100 次 使 用 这 个 旺 信 过 
闻 时 ,大 约 90 次 能 盖 住 0." 此 种 频率 解释 对 仪 使 用 一 次 或 二 次 的 
人 来 说 是 坚 元 意义 的 ,由 比 之 下 ,前 考 的 解释 简单 . 白 然 . 易 被 人 们 
理解 和 采用 ,实际 人 情况 是 ;很 多 实际 工作 者 是 把 求 得 的 性 信和 过 间 当 
作 可 信 区 间 去 使 用 和 理解 。 

2. 在 经 典 统 计 中 寻求 迪 信 区 间 有 时 是 内 难 的 ,因为 他 要 设法 
构造 一 个 枢 轴 基 (含有 被 估 参 数 的 随机 变量 ) ,使 它 的 分 布 不 含有 
来 知 参 数 ,这 是 一 项 技术 性 很 强 的 工作 ,不 热 芒 "抽样 分 布 ? 足 很 难 
气 成 的 ,可 寻求 可 信 区 疝 只 要 利用 后 验 分 布 , 不 需要 再 大 寻求 娘 外 
的 分 布 . 二 种 方法 相 比 ,可 信 区 问 的 寻求 要 简单 得 多 。 

例 2.7 设 训 ,…,x, 是 来 自 正 态 总 体 NC8,0o') 的 -个 样本 观 
察 伸 : 其 中 有 已 知 ,车 正 态 均值 8 的 先 验 分 布 取 为 NN (x. 区 ), 其 中 
上 二 ft 已 知 ,在 例 1.6 中 己 求 得 9 的 后 验 分 布 为 NCa,oi) ,其 中 jy 
与 of 如 .8) 式 所 示 , 册 此 很 守 易 获得 9 的 1 一 a 的 可 信 区 问 

Pl aA TN) = la 
其 中 jaz 是 标准 正 态 分 布 的 1 一 a/2 分 位 数 。 

在 儿童 智商 测验 ( 见 例 2.2) 中 ,XX~N (0,100),9~N(100， 
225) ,在 仅 取 : -个 样本 (n= 二 1) 情 疯 下 ,算得 … 儿 童 智商 8 的 后 验 
布 为 Co ,其 中 

7 一 1(400- 上 9r)7713， of= (8, 327) 
该 儿童 在 一 次 智商 测验 中 得 =115, 立 即 可 得 其 智商 2 的 后 验 
分 布 NC10.38,8. 322) 及 8 的 0.95 可 信 区 间 [94.07,126. 69 ] ， 
县 
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P(94.07<0E126.69)=0. 95 

在 这 个 例 了 中 ,车 不 用 先 验 信息 , 仅 用 抽样 信息 , 则 按 经 上 典 方 

法 ;由 义 ~~N(9,100) 和 x 二 115 亦 可 求 得 2 的 0.95 党 入 区 间 ; 
(115—1. 96Xx 10,115+1, 96X 10)= (95. 4,134. 6) 

这 两 个 区 疗 是 不 间 的 ,区 间 长 度 也 不 等 , 可 信 区 间 的 长 度 短 一 些 是 由 
于 使 用 了 先 验 信息 之 故 , 男 一 个 差别 是 经 典 方法 不 介 许 说 9 位 十 此 区 
间 (95. 4,134. 6) 内 的 概率 是 0. 95, 也 不 能 说 此 区 间 (95. 4,134.6) 盖 
住 0 的 概率 是 0.95 ,在 这 一 束缚 下 ,这 个 区 间 (95. 4,134. 6) 还 能 派 
什么 用 处 呢 ? 这 就 是 置信 区 间 常 受到 批评 的 原因 ,可 不 少 人 仍 在 使 用 
葡 信 区 间 的 结果 ,在 他 们 的 心目 中 总 认为 8 在 (95.4,134.6) 内 的 概 
率 为 0.95, 这 就 把 此 区 间 当 作 可 信 区 间 去 使 用 。 

例 2.8 经 过 早期 筛选 后 的 彩色 电视 接收 机 (简称 彩电 ?的 寿 
命 服 从 指数 分 布 , 它 的 密度 函数 为 

. p(tl0)=0 le ,>0 

其 中 9>0 是 彩电 的 平均 寿命 。 

现 从 一 批 彩电 中 随机 抽取 ”人 台 进行 寿命 试验 ,试验 到 第 (所 
2) 台 失效 为 止 , 其 失效 时 间 为 二 委 吉 过 …… 所 上 , 另 外 2 一 >” 台 彩 电 直 
到 试验 停止 时 Cz. 时 ?还 未 失效 ,这 样 的 试验 称 为 载 尾 寿命 试 驻 , 所 
得 样本 1 二 cw,… ,i,) 称 为 截 尾 栏 本 ,此 截 尾 翌 本 的 联合 密度 也 数 
为 

/PC16) ec [HpONO I — FA) TY 
= 0 "exp{— 3,/0} 

其 中 二 (4) 为 彩电 寿命 的 分 布 函 数 ,s. 二 十 … 十 4 十 (x 一 rt 称 为 
总 试验 时 间 。 

为 寻求 彩电 平均 寿命 的 贝 叶 斯 估计 ,需要 确定 8 的 先 验 分 
布 , 据 因 内 外 的 经 验 , 选 用 倒 其 玛 分 布 IGu Ca,B) 作 为 86 的 先 验 分 
布 fx(0) 是 可 行 的 ,余下 来 的 重要 任务 就 是 要 了 确定 超 参 数 4a 二 如, 我 
国 各 彩电 生产 厂 过 去 做 了 大 量 的 彩电 寿命 试验 ,我 们 从 15 个 彩电 
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生产 厂 的 实验 室 和 一 些 独立 实验 室 就 收集 到 13142 台 彩 电 的 寿命 
试验 数据 ,共计 5369812 台 时 ,此 外 还 有 9240 台 彩 电 进 行 三 年 现 
场 跟踪 试验 ,总 共 进 行 了 5547810 台 寺 试验 ,在 这 些 试验 中 总 共 失 
效 台 数 不 超过 250 台 ,对 如 此 大 量 先 验 信息 加 工整 理 后 ,确认 我 国 
彩电 平均 寿命 不 低 十 30000 小 时 , 它 的 10 移 的 分 位 数 名 :大 约 为 
11250 小 时 ,经 过 一 些 专家 认定 ,这 二 个 数据 是 符合 我 因 前 几 年 彩 


电 寿 命 的 实际 情况 ,也 是 留 有 余地 的 。 
由 此 可 列 出 如 下 二 个 方程 
一 人 一 30000; 


11250 
| | 


其 中 8) 为 倒 其 玛 分 布 TGa(a,8) 的 帘 度 范 数 ( 见 例 1.10) 


ca 1 了】 o 十 1 _p6 下 
(0) = Pras! ;| e ,90 


它 的 数学 期 望 E(9)= 二 8B/ (a 一 1)。 在 计算 机 上 解 此 方程 组 ,得 
a=1. 956,8—=2868 
这 样 我 们 就 得 到 8 的 先 验 分 布 TJGa(1. 956,2868)。 
把 此 先 验 密 庶 与 截 尾 样本 密度 相 乘 ,可 得 9 的 后 验 密 度 的 核 。 
TB|t) cc plt lO rd) 
oc Or Dp (tSr)6 
容易 看 出 ,这 仍然 是 倒 个 玛 分 布 的 核 , 故 2 的 后 验 分布 应 为 倒 人 斯 玛 分 
布 fGaka 二 >;B 十 s), 若 取 后 验 均 值 作为 2 的 贝 叶 斯 估计 , 则 有 有 
8 十 9 
立 十 六 一】 
现 随机 抽取 100 台 彩 电 , 在 规定 条 件 下 连续 进行 400 小 时 的 寿命 
试验 ,没有 发 生 一 台 失 效 , 这 时 总 试验 时 间 为 
S- 一 100X400 一 40000 小 时 ， r=0 
据 此 ,彩电 的 半 餐 寿命 和 的 中 叶 斯 估计 为 
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P=E(0|f)= 


_ 2868 十 40000 _ 
0 一 956 二 全 一 44841C 小 时 ) 


利用 上 述 后 验 分 布 TGa(a 十 r,B 十 5S,) 还 可 获得 9 的 可 信 下 
限 ,为 此 要 编制 倒 徊 玛 分 布 的 分 位 数 表 ,这 是 一 项 繁重 的 工作 , 假 
如 我 们 能 通过 变换 把 倒 若 玛 分 布 转换 到 常用 分 布 上 去 的 话 , 那 就 
可 回避 此 项 繁重 的 工作 ,此 种 变换 是 存在 的 ,通过 二 次 变换 就 可 把 
倒 基 玛 分 布 转换 为 祈 分 布 。 

1. 若 ~ 一 TIGafke 十 r, 8 二 SS , 则 91 一 Gutae 十 rr 8 十 SS) 

2. 车 全!'~Galta 二 rr,B 十 S,) ,ec 之 0; 则 c8 1 一 Cakfa 十 rr， (08 十 
S-)vc), 若 < 取 2(8 十 S), 刚 有 


[ar =X:(2(a 二 rr)) 
最 后 的 等 式 是 因为 :尺度 参数 为 1/2 的 期 玛 分 布 就 是 大 分 布 ,其 
自由 度 为 原 匣 玛 分 布 形状 参数 的 2 倍 。 
设 _y( 门 是 自由 度 为 f= 二 2Ca 十 7) 的 了 洲 分 布 的 1 一 7 分 位 数 ， 


2(8+ S$.)0 一 Ga 


即 
PC(2(8+S)O X(N) =1—Y 
于 是 可 得 6 的 1 一 7 可 信 下 限 


这 里 a 二 1. 956,8 二 2868,5S, 二 40000,r 二 0,; 于 是 自由 度 /=2(a 十 
7") 二 3. 912, 当 自由 度 不 是 自然 数 时 ,YX 分 布 的 分 位 数 表 很 少见 ,但 
这 可 以 通过 线性 内 插 求 得 近似 值 ,车 取 1 一 * 王 0.9, 则 可 从 逢 分 布 
的 分 位 数 表 查 得 叉 ,(3) 二 6. 251,XsC4) 二 7.779, 在 用 线性 内 插 
法 获得 近似 值 如 ,= 二 7, 645, 最 后 ,9 的 0. 90 可 信 下 限 为 


2(2868 十 40000) 
0.= FA 一 11215( 小 时 》 


上 述 计算 表明 ,人 十 年 代 我 国 彩电 的 平均 寿命 接近 四 万 五 千 小 时 ， 
而 平均 寿命 的 90 多 可 信 下 限 为 一 万 一 千 小 时 。 
二 .最 大 后 验 密度 (HPD) 可 信 区 间 
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对 给 定 的 可 信 水 于 1 一 c, 从 后 验 分 布 x(981x) 效 得 的 可 信和 区 间 
不 止 一 个 :常用 的 方法 是 把 ge 平分 ,用 a/2 和 1 一 e/2 的 分 位 数 来 
获得 8 的 可 信和 多 启 。 

等 尾 可 信 区 间 在 实际 中 常 被 应 用 ,但 不 是 最 理想 的 ,最 理想 的 
可 信 区 间 应 是 区 间 长 度 最 短 , 这 只 旧 把 县 有 最 大 后 验 密度 的 点 都 
包含 在 区 各 内 ,而 在 区 间 外 的 点 上 的 后 验 密度 函数 值 不 超过 区 间 
内 的 后 验 密度 函数 值 .这 样 的 区 间 称 为 最 大 后 验 密 度 (Highest 
Posterior Density ,简称 HPD7? 可 信 区 癌 , 它 的 一 般 定 义 如 下 ， 

定义 2.3 设 参 数 8 的 后 验 密 度 为 x(8|x), 对 给 定 的 概率 1 一 
at0<a<<l) , 苦 在 直线 上 存在 这 样 … 个 子 集 C ,满足 下 列 一 个 条 
件 : 

1 PCIr) 一 1 一 ay 

2 对 任 给 8EC 和 本 EC, 总 有 zx(0.|x) 宇 xC9;|x), 则 称 忆 
为 8 的 可 信 水 平 为 1 一 a 的 最 大 后 验 密度 可 信和 集 , 简 称 (1 a}HPD 
可 信和 集 , 如果 CC 是 一 个 区 间 , 则 C 又 称 为 (1 一 a)HPD 可 信和 区 间 ， 


入 


Tt 


= -一 < 一 | | 一 < 一 
乙 单 峰 5. 双 峰 C=CIUC， 
2.2 ”HPD 可 信 区 间 与 HPD 可 信 集 

这 个 定义 仅 对 后 验 密度 函数 而 给 的 ,这 是 因为 当 4 为 离散 随 
机 恋 甚 时 ,HPD 可 信和 集 很 难 实现 .从 这 个 定义 可 见 , 当 后 验 密度 苑 
数 x(8|x) 为 单 蜂 时 ( 见 图 2. 24) ,一 般 总 可 找到 HPD 可 信和 区 同 , 而 
当 后 验 密度 攻 数 x40|x) 为 多 蜂 时 ,可 能 得 到 几 个 互 不 连接 的 区 间 
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组 成 的 HPD 可 信和 集 ( 见 图 2. 28) ,此 时 很 多 统计 学 家 建议 ;放弃 
HPD 准则 ,采用 相连 接 的 等 尾 可 信 区 间 为 宜 , 顺 重 指 出 , 当 后 验 密 
度 函 数 出 现 多 峰 时 ,常常 是 由 于 先 验 信息 与 抽样 信息 不 一 致 引起 
的 ,认识 和 研究 比 种 抵触 信息 往往 是 重要 的 , 共 辆 先 验 分 布 大 多 是 
单 峰 的 ,这 必 导 敏 后 验 分 布 也 是 单 峰 的 , 它 可 能 会 掩盖 这 种 抵触 ， 
这 种 掩盖 有 时 是 不 好 的 ,这 就 告诉 我 们 ,要 局 量 对 待 和 使 用 共 思 先 
验 分 布 。 

当 后 验 密度 函数 为 单 峰 和 对 称 时 ,寻求 (1 一 a)HPD 可 们 区 间 
较为 容易 , 它 就 是 等 尾 林 信和 区 间 , 当 后 验 密 度 函 数 虽 为 单 蜂 ,但 不 
对 称 时 , 弛 求 HPD 可 信 芝 间 并 不 容易 ,这 时 9 吕 藉 助 于 计算 机 , 符 
如 , 当 后 验 密 度 函 数 xC9|x) 是 8 的 单 峰 连 续 函 数 时 ,可 按 下 述 方 
法 逐渐 拒 近 ,获得 9 的 (1 一 a)HPD 可 信 区 间 。 

1” 对 给 定 的 ,建立 了 程序 ; 解 方程 

Ax(0|x) 一 名， 
得 解 9. (2 和 久居) ,从 而 组 成 一 个 区 问 
COE)=[D RY, GR) = {Or 0 rE}. 
2 建立 第 二 个 了 程序 ,用 来 计算 慨 率 
PE CC x) 一 国 


3 ” 对 给 定 的 &, 若 PEC(E)I)s1 一 a: 则 CE) 即 为 所 求 
的 HPD 可 信 区 问 。 

若 PC0ECC(R) DD) 这] 一 e; 则 增 大 有 ,再 转 入 1 与 2'。 

苔 PCGECI) IX) 过 1 一 a,; 则 减 小 8, 再 转 入 1 与 2'， 

例 2.9 在 例 2.8 中 已 确定 彩电 平均 寿命 8 的 后 验 分 布 为 倒 
分 王 分 布 TGa (i. 956,42868), 现 求 8 的 串 信 水 平 为 0.90 的 最 大 
后 验 密 度 (HPD) 可 信 区 间 。 

为 简单 起 见 ,这 电 的 1. 956 用 近似 数 2 代替 ,于 是 2 的 后 验 窗 
度 为 

nO|x)= B03e ,00 
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其 中 6 一 42868, 它 的 分 布 函 数 为 
Ff(0|t)= 1 十 三 1erA， 80 


这 将 为 计算 可 信和 区 间 的 后 验 概率 提供 方便 。 

男 外 ,此 后 验 密度 是 单 蜂 函数 ,其 众 数 uo 二 86/3 二 14289, 这 
就 告诉 我 们 ,8 的 HPD 可 信和 区间 的 二 个 端点 分 别 在 此 众 数 两 侧 ， 
在 这 一 点 上 的 后 验 密 度 函 数值 为 


1 3 
(Ovo) = | e :=0, 000031358 


这 个 数 过 小 ,对 计算 不 利 ,在 以 下 计算 中 我 们 用 8x《61 四 来 代 
畦 x(981x), 这 并 不 会 影响 我 们 寻求 HPD 可 信和 区间 ,其 中 


Br(81t) = | 号 | exp| -§| 


我 们 按 寻求 HPD 可 信 区 间 的 程序 1 一 3 进行 ,经 过 四 轮 计 
算 就 获得 0 的 0.90 的 HPD 可 信 区 间 (4735,81189) , 即 
PC(4375 妈 PS81189| 门 一 0. 90 
具体 计算 如 下 :在 第 一 轮 ,我 们 先 取 29" 一 42868( 由 于 它 大 于 众 数 
guo, 故 它 是 上 限 ):, 代 入 Br(9817?) ,算得 
Br |t)=0. 367879 
然后 在 计算 机 上 搜索 ,发 现 当 多 :一 6387 时 ,有 
Br 1)=0. 367867 
这 时 可 认为 px(92 1 二 Br(93314) 一 0.3679,9 位 于 此 区 间 的 后 验 
概率 可 由 分 布 函数 算出 , 即 
POOPEOROV | 的 一 严 (8G | 条 一 严 (g | 人 
一 0. 73576 一 0. 00938 一 0.72638 
此 概率 比 0. 90 要 小 ,还 需 扩 大 区 间 。 
在 第 二 轮 中 ,我 们 取 02 一 85736 ,这 时 
pro | 所 一 0.075816 
然后 在 计算 机 上 搜索 ,发 现 当 b2 一 4632 时 ,有 
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Br |t)=0.075811 
可 以 认为 Br | 门 一 pr5682 | 的 一 0.0758 ,而 gg 位 于 此 区 间 的 后 
验 概 率 可 类 似 算 得 。 
POP< OO | 巩 一 0.909800 一 0.000981 一 0. 908819 
此 概率 又 比 0. 90 大 一 点 ,还 要 缩小 区 间 ,接着 进行 第 三 轮 .第 四 加 
计算 ,最 后 获得 6 的 0. 90HPD 可 售 区 间 是 (4735,81189) ,全 部 搜 
索 过 程 及 中 间 结 果 列 于 表 2. 3。 
表 2.3 可 信 区 间 的 搜索 过 程 


0 B/D [CGAL POE POOEOELN) 
有 公章 
-到 

00'=42868 1 0. 367879 0. 735759 

?二 6387 6.71 0. 367765 0. 009383 0. 726376 
2 一 85736 0.5 0. 758160 0. 909800 

你 一 4632 9. 255 0.075811 0. 000981 0. 908819 
8 一 80883 0.53 0.087630 0. 900566 
于 ?一 4742 9.039 0. 087654 0. 001191 0. 898375 
2 一 81189 0.528 0. 086815 0. 901189 

各 一 4735 9.053 0. 086838 0. 001177 0. 900012 


§ 2.4 假设 检验 


一 .假设 检验 

假设 检验 是 统计 推断 中 一 类 重要 问题 ,在 经 典 统计 中 处 理 假 
设 检验 问题 要 分 以 下 几 步 进行 

1. 建立 原 假设 豆 。 与 备 择 假设 H): 

五 0:0EGB， Hi:0€EQ, 

其 中 @, 与 8 是 参数 空间 @ 中 不 相交 的 二 个 非 空 子 集 。 

2. 选择 检验 统计 量 卫 二 T(x) ,使 其 在 原 假设 妃 , 为 真 时 概率 
分 布 是 已 知 的 ,这 在 经 典 方 法 中 最 困难 的 一 步 。 

3. 对 给 定 的 显著 性 水 平 wxC0<a<1) ,确定 拒绝 域 W ,使 犯 第 
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了 类 错误 ( 拒 真 错误 ) 的 概率 不 超过 a。 

4. 当 样 本 观测 值 x 落 入 拒绝 域 久 时 ,就 护 绝 原 假设 五 ,, 接 
受 备 择 假设 五 ;省 则 就 保留 原 假设 。 

在 中叶 斯 统计 中 处 理 假设 检验 问题 是 直截了当 的 ,在 获得 后 
验 分 布 x(|x) 后 , 即 可 计算 二 个 假设 五 。 与 五 ; 的 后 验 概率 

a=P(O |x)d0,i=0,1 

然后 比较 m 与 的 大 小 , 当 后 验 概率 比 ( 或 称 后 验 机 会 比 }aof/a 
六 1 时 接受 6; 当 ayu<1l 时 接受 五 ,; 当 oo/a 守 1 时 ,不 家 做 判 
断 , 尚 需 进 一 步 抽样 或 进一步 搜集 先 验 信 息 。 

上 述 二 种 处 理 方 法 相 比 , 贝 叶 斯 假设 检验 是 简单 的 , 它 尤 需 选 
择 检验 统计 旺 , 确 定 抽样 分 布 , 也 无 需 事先 给 出 显著 性 水 平 , 确 定 
其 拒绝 域 , 些 外 , 贝 叶 斯 假设 检验 也 容易 推广 到 多 重 假 设 检验 场 

合 , 当 有 三 个 或 三 个 以 上 假设 时 ,应 接受 具有 最 大 后 验 概率 的 假 

设 。 

例 2.10 设 z 是 从 二 项 分 布 s(n,9) 中 抽取 的 一 个 样本 , 现 考 
虑 如 下 一 个 假设 

= (0.0<1/2} ,0 =1{0.,0>~1/2)} 
阁 取 均匀 分 布 U(0,1) 作 为 8 的 先 验 分 布 , 则 6。 的 后 验 概率 为 
I De a 
a 0 | I 
J = 1 
: Cs ee a En 
在 n==5 时 可 算得 各 种 x 下 的 后 验 概率 及 后 验 机 会 比 ( 见 表 2. 4) 
表 2.4 8 的 后 验 机 会 比 


172 
上 (1 一 br-sd8 


0 I 2 3 4 5 
ao 63/64 S57/64 42/64 22/64 7/64 1764 
a 1764 7/64 22/64 42/54 57/64 63/64 
of/ Qa; 63.0 8. ]4 1. 91 0. 52 0. 12 D. 016 
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从 表 2.4 可 见 , 当 z+ 一 0,1,2 时 ,应 接受 8,, 辟 如 在 x 二 1 时 ， 
后 验 机 会 比 ao/m 二 8. 14 表明 :9, 为 贞 的 可 能 要 比 8, 为 真 的 可 能 
要 大 8,14 倍 ,而 在 zx 一 3,4;5B[, 应 拒绝 @, ,接受 91， 

二 , 贝 叶 斯 因子 

在 中 叶 斯 检验 中 两 个 假设 的 后 验 概率 的 比较 是 主要 方法 ,但 
页 叶 斯 因子 也 是 重要 概念 

定义 2.4 设 两 个 假设 与 @ 的 先 验 概 率 分 别 为 rm !j to， 
后 验 概率 分 别 为 ce 与 w , 则 称 

B"Cx) 二 后 验 机 会 比 _ aa/a = 
先 验 机 会 比 ”zxoym am 
为 贝 叶 斯 因子 ，。 

从 这 个 定义 可 见 , 见 叶 斯 因子 上 购 依 赖 于 数据 x, 多 依赖 于 先 验 
分 布 ,对 两 种 机 会 比 相 除 ,很 多 人 (包括 非 员 时 斯 学 者 ) 认 为 ,这 
会 减弱 先 验 分 布 的 影响 ,突出 数据 的 影响 ,从 这 个 角度 看 , 贝 叶 斯 
因子 B"(x) 是 数据 x 支持 @, 的 程度 ,以 上 具体 讨论 几 种 情况 下 的 
贝 叶 斯 因子 ， - 

三 .简单 假设 8.= {2,} 对 简单 假设 9, 一 {0.) 

在 这 种 场合 ,这 两 科 简 单 假设 的 后 验 概率 分 别 为 

ee rop (x|0) = mplx|0) 
“mopCX10) 十 mi 为 (xz19 ”1 roplx|0) +mplrld,) 
其 中 ptx |) 为 祥 本 的 分 布 , 这 时 后 验 机 会 比 为 
Qo _ Aop lx|0o) 
Qa’ Xplx'0) 
欲 要 拒绝 原 假 设 @= 129), 则 必须 有 aoye <1 ,或 
plx|) Ao 
pr) nA 
即 要求 两 密度 函数 值 之 比 大 于 临界 值 ,这 正 是 著名 的 余 曼 一 皮尔 
渤 引 理 的 基本 结果 ,从 贝 叶 斯 观点 看 ,这 个 临界 值 就 是 两 个 先 验 概 


这 种 场合 下 的 贝 叶 斯 因子 为 
az plx|0) 
axa plx|0,) 
它 不 依赖 丁 先 验 分 布 , 仅 依 赖 于 样本 的 似 然 比 ,这 时 贝 叶 斯 因 了 的 
大 小 表示 了 样本 x 支持 @, 的 程度 ， 

例 2.11 设 X~N(C8.1), 其 中 0 只 有 二 种 可 能 , 非 0 即 1, 我 
们 需要 检验 的 假设 是 


B(x)= (2.1) 


Hr:0=0,H,:0=1 
若 从 该 总 体 中 抽取 一 个 容量 为 二 的 样本 x, 其 均值 是 充分 统计 
晤 ,于 足 在 9 一 0 和 648==1 下 的 似 然 函 数 分 别 为 


p710)= xy pb pe 
p(x|1)- 人 -exp{ 一 1 


而 员 叶 斯 对 子 为 
ot 
B(x)= 


性 1 如 0 


一 eXP{ 人 《2 均一 T)} 


ly ” 


若 设 "一 10,z 一 2, 那 么 贝 叶 斯 因子 为 
Br 一 3.06X10- 
这 个 数 很 小 ,数据 支持 不 假设 II6 微乎其微 ,因为 要 接受 HI 就 要 
求 2 =B"()R=3.06X10 7 >1 
这 时 ,即使 先 验 机 会 出 xo/zi 为 成 二 上 万 者 不 能 满足 上 述 不 等 式 ， 
所 以 我 们 必须 明确 地 拒绝 五 。 而 接受 Hl。 
四 .复杂 假设 8, 对 复杂 假设 @9 
在 这 种 场合 ,处 叶 斯 关子 还 依赖 于 参数 空间 日 上 的 完 验 分 布 
x(9) ,为 探讨 这 个 关系 (也 为 以 后 需要 ) ,我 们 把 先 验 分 布 x(9) 限 
制 在 Bu,UB, 上 ,并 今 
gutO) om 0) Te.(0) 
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g(r Te (0) ， 
于 趾 先 验 分 布 可 改 守 为 
(OO=Apg 一 Te1C2D EO UO 
人 
一 (2.2) 
rgi(0) .0D 
其 中 z 与 不 1 分 别 是 Bo 与 名 上 的 先 验 概率 ,g。 与 召 1 分 别 是 (© 与 
Gil 上 的 概率 密度 沙 数 在 这 些 记 守 下 ,后 验 松 紊 比 为 


| plx|Orogo( Odo 
uy 9n 二 


a (2. 3) 
| | Pr12)rngiCO)d8 
9 
于 是 册 叶 斯 因 了 可 表示 为 
Co 和 | .ac 5oCO)a0 mt) 
PCR ee 革 | 


| pixlOgOd0 we) 


可 见 ,B"(xr) 还 依赖 于 @, 与 6 上 的 先 验 分 布 go 与 g1, 这 时 贝 叶 斯 
因子 虽 已 不 是 似 然 比 ,但 仍 可 看 作 8, 与 @, 上 的 加 权 似 然 比 , 它 部 
分 地 (用 平均 方法 ) 消 除了 先 验 分 布 的 影响 ,而 强调 了 样本 观察 什 
的 作用 。 
若 设 9. 与 如 分 别 是 0 在 Bu 与 @, 上 的 极 大 似 然 估 计 (MLE)， 
那么 经 典 统计 中 所 使 用 的 似 然 比 统计 最 
Bl .Supp ele) 


A(xX)= 一 
oI supe erle) 


是 中叶 斯 因子 BCx) 的 特殊 情况 , 即 认 为 先 验 分 布 中 (的 与 g1(9) 
的 质量 全 部 集中 在 久 与 久 上 。 
例 2.12 设 从 正念 总 体 NC(9,1) 中 随机 抽取 -个 容量 为 10 
的 样本 x, 算 得 样本 均值 =1.5, 现 要 考察 如 下 二 个 假设 
ie:0E0, Hi:0>1 
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苦 直 5 的 此 四 先 验 分 布 N (0.5,2), 可 得 8 的 后 验 分 布 N (0,0)， 
其 中 属 与 of 如 (4. 8) 式 所 示 , 即 
_ 1.5X10+0.5X0.5 


一 一 1. 452 
AL 10 二 0.5 1.4523 
| es 二 2 
df=T0f0 0.09524 (0. 3086) 
据 此 可 算得 7 与 TI 的 后 验 概率 。 

RE 1 1 一 1.45231 _ 加 
ao 一 已 (0 委 1|x) 一 人 | 0 3086 |=2 1.4556)=0.0708 
a=P0>1|x) 1—0.0708—0. 9292 

后 验 机 会 比 为 
oo 0.0708 
ar 0. TS 


可 多 ,5 为 真 的 可 能 性 较 小 ,因此 应 拒绝 入 ,接受 天 1, 即 认为 正 
态 均 值 应 大 于 1。 
另外 ,由 先 验 分 布 N(0.5,2) 可 算得 开 , 与 1 的 先 验 概率 


m6| : | 一 ao 3536) 一 0. 6368 


zi 一 1 一 0.6368 一 0. 3632 
其 先 验 机 会 比 zojz = 二 1.7533, 9H] 见 先 验 信息 是 支持 原 假 设 HH。 
的 ,再 算 两 个 机 会 比 之 比 。 


B(x js SL 


1.7533 
可 见 ,数据 支持 如 , 的 贝 叶 斯 因子 并 不 高 。 

讨论 :在 先 验 分 布 不 变 的 情况 下 ,让 样本 均值 逐渐 减少 ,我 
们 仍 可 计算 后 验 机 会 比 , 上 让 于 先 验 机 会 比 (1.7533) 不 变 , 故 很 快 算 
得 贝 吓 斯 因子 ( 见 表 2.5), 从 表 2.5 可 以 看 出 , 随 着 样本 均值 云 的 
减少 , 贝 叶 斯 因子 在 逐渐 增 大 ,这 表明 数据 支持 原 假 设 已 o:2<1 
的 程度 在 增 大 ,这 与 直观 旨 实 是 一 致 的 。 


=0. 0434 
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表 2.5 样本 均值 x 对 贝 叶 斯 因子 的 影响 
雯 go a ao/al mo mL bb"(x) 
1.5 0.0708 0.9292 0. 0761 1.7533 0.0434 
1.4 0.1230 0.8770 0.1403 1.7533 0.0800 
1.3 0.1977 0.8023 0.2464 1.7533 0.1405 
1.2 0.2946 0.7054 0.4176 1.7533 0.2382 
1.1 0.4090 0.5910 0.6920 1.7533 0.3947 
1.0 0.5319 0.4681 1. 1363 1.7533 0. 6481 
0.9 0.6517 0.3483 1.8711 1.7533 1.0672 
0.8 0.7549 0.2451 3.0800 1.7533 1.7567 
0.7 0.8413 0.1587 5.3012 1.7533 3.0236 
0.6 0.g049 0.0951 9. 5152 1.7533 5.4271 
0.5 0.5474 0.0526 18.0114 1.7583 10.2729 


类 似 地 , 若 样本 量 n 和 样本 均值 x 不 改变 ,而 让 先 验 均值 (0) 
从 0.5 逐渐 增加 到 1. 5, 同 样 可 算得 后 验 机 会 比 , 先 验 机 会 比 和 以 叶 
斯 因子 ( 见 表 2.6) ,从 表 2.6 可 以 看 出 , 随 着 先 验 均 值 下 (6) 的 增加 ， 
册 叶 斯 因子 虽 有 增加 , 但 十 分 缓慢 , 比较 表 2.5 和 表 2.6 可见, 风 叶 
斯 因子 对 样本 信息 变化 的 反应 是 姑 敏 的 ,而 对 先 验 信息 变化 的 反应 是 


述 印 的 。 
表 2.6 先 验 均值 E09) 对 贝 叶 斯 因子 的 影响 
E(0) {ro any(1 一 ar) Xe ro 一 re) B* (x) 
0.5 0. C0708 0O. 0761 UV. 5368 1.7533 0. 0434 
0.6 0. C694 0Q. 0746 0.6103 1.3782 0. 0172 
0.7 0. 4688 0.0715 0. 5832 1. 3992 0. 05]1] 
0.8 0, C655 0. 0701 0.5557 1.2507 0. 0560 
0. 9 0. C630 0. 0872 0. 3279 1.1182 0. 0601 
1.0 0. C618 0. 0658 0. 3000 1. 0000 0. 0658 
1.1 0 C53594 0. 0632 0. 4721 0.8943 0. 0707 
ls2 0. C582 0. 06]8 .半生 43 0.7996 D.0773 
1.3 0.0559 0. 0392 0- 4168 0.7147 ‘1, O828 
1.4 0.0548 0.0580 0. 3897 0.6336 0. 0915 
1].5 0. C526 0. 05355 0. 3632 0.53704 0. 0973 


一 一 一 一 一 
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五 .简单 原 慨 设 对 复杂 的 备 择 假设 
我 们 考察 如 下 的 检验 问题 
Hs ; 9 一 6， Hi : 8 天 名 
这 是 常见 的 -类 检验 癌 题 ,这 里 有 一 个 对 简单 诛 假 设 的 理解 问题 ， 
当 参 数 6 为 连续 量 时 ,用 简单 假设 作为 原 假 设 是 不 适当 的 , 辟 如 ， 
存 9 是 下 十 的 概率 时 ,检验 “ 明 大 下 雨 的 概率 是 0. 7163891256*……” 
是 没有 意义 的 ,又 如 ,在 6 家 示 食 品 钠 尖 的 重量 时 ,检验 “午餐 肉 把 
头 重 最 是 250 克 ” 也 是 不 现实 的 , 基 为 午餐 肉 钢 头 重量 恰好 是 250 
克 是 罕见 的 ,多 数 是 在 250 克 附 近 , 所 以 在 试验 中 接受 缘 绾 不 差 的 
简单 原 假设 “0=0。.” 是 不 存在 的 ,合理 的 诛 假设 与 备 树 假 设 应 尽 
H, : Bef06—8,0+e],H: :0OEL6 一 s,0 十 Ej 

其 中 s* 可 选 很 小 的 数 ,使 得 [@ 一 8 十 e 与 9 一 0 难 久 区别 ,和 璧 如, 
十 选 为 6 的 允许 误差 内 的 一 个 较 小 正 数 , 当 所 选 的 较 大 时 , 堵 就 
不 易 用 简单 假设 作为 好 的 近似 了 。 

对 简单 原 假 没 H, :6 一 和 作 贝 叶 斯 检验 时 不 能 采用 连续 密度 力 
数 作为 先 验 分 布 ,因为 任何 这 种 先 验 将 给 9 二 0 的 先 验 概 率 为 索 , 从 


而 后 验 概率 也 为 淮 , 所 以 一 个 有 效 的 方法 是 对 6 一 6 给 -个 下 概率 
ro 而 对 8 天 B% 给 一 个 加 权 密 度 rgl(0) 芭 6 的 先 验 密度 为 
x( 的 一 rolaC6) + rig (0) (2,5) 


其 中 [5 的 为 6 一 & 的 示 性 函数 ,mr 一 1 一 mr,giC0) 为 8 天 的 上 的 - 

个 正常 密度 责 数 ,这 里 可 把 x 看 作 近 似 的 实际 假设 Ho:0e[0; 一 e.9 

十 es] 上 的 先 验 释 率 , 如 此 的 先 验 分 布 症 由 离散 和 连续 两 部 分 组 成 。 

设 样本 分 布 为 pCx19), 利 用 上 述 先 验 分 布 容 易 获 得 样本 x 的 
mx) = | px10)C0)d0 


= Xplrxr|0) + xm (x), 
其 中 (第 一 个 等 号 可 作为 符 写 理解 ) 
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和 [ACT ALL (2.6) 


从 而 简单 原 假 没 与 复 汰 备 择 假设 ( 记 为 81 二 10 关 00)) 的 后 验 概率 
分 别 为 
r(xr)=x px{0 /mtr) 


rlO | x)= rm (xr) /mr) 


后 验 机 会 比 为 
a _ Xplrl) 
Ql " AT p12. C(x) 
从 而 贝 叶 斯 因子 为 


Pe Es LD, (2. 7) 


dno n(x) 
这 一 简单 表达 式 要 比 后 验 概率 计算 容易 得 多 , 故 实际 中 弟弟 是 : 
计算 B7(x) ,然后 再 计算 xBo1lx) ,因为 由 贝 叶 斯 因子 的 定义 和 on 
十 0 一 | 可 推 得 


一 
(Os le) = | 1+ ot | (2.8) 


例 2.13 设 x+ 是 从 二 项 分 布 5ln,0) 中 抽取 得 个 样本 , 现 考 
察 如 下 二 个 假设 
Ilo:0=1/2, 万 :0 天 172 
匠 设 在 9 夭 172 上 的 密度 所 (9) 为 区 间 (0,1) 土 的 均匀 分 布吉 (0， 
1), 则 对 有 (20 的 边缘 密度 为 


上 
1 


m1 CT) | oe _ Dai 一 PC 十 1) 天 (2 一 并 一 1) 


Fn + 2) 
于 是 贝 叶 斯 因子 为 
1 
C0)" (nt+1)1 
Pen) 一 并 | 人 一 -2 


(lx) x! ne)! 
诛 假 设 互 :2=1/2 的 后 验 概率 容 易 算得 


l—mo2x!l 《7 一 工 ) 1 中 
To (n+ 1)1 


TCBo| 人) = 站 二 
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譬如, 若 取 她 一 172,m 一 5 一 3, 则 其 中 叶 斯 册子 为 


61 15 
及 二 二 二 
由 于 先 验 机 会 比 1, 故 处 叶 斯 因子 就 是 会 比 , 从 而 后 验 机 会 


比 也 接近 于 2, 应 接受 简单 原 假设 妃 。: ee 

例 2.14 (Berger(1995)) 一 个 临床 试验 有 二 个 处 理 

处 理 1: 服 药 A; 

处 理 2; 同 时 服药 4 与 药 五 。 

如 今 进 行 次 对 照 试验 , 设 xz; 为 第 ; 次 对 照 武 验 中 处 理 2 与 处 
理 ]1 的 疗效 之 差 , 又 设 诸 二 相互 独立 同 分 布 , 且 者 服从 NW(9,1), 于 是 
前 x 次 的 样本 均值 ,一 N (0,17n), 现 要 考察 如 下 二 个 假设 

TI1o:0=0, :0 天 0 
由 于 对 二 个 处 理 的 疗效 知之 其 少 , 故 对 Ts 和 II 取 相 等 概率 , 即 
ro 一 fi 一 1/2 ,而 对 右 ) :0 关 0 上 的 先 验 帘 度 g1(9) 一 般 看 法 是 ;参数 

9{ 疗 效 之 差 ) 接 近 于 0 比 迁 离 0 更 为 可 能 , 故 取 正 态 分 布 NN(0,2) 
作为 g1(0), 这 有 利于 突出 数据 的 影响 ,至 此 ,我 们 确定 了 


ee i 2 于 (元 一 0 | 


站 


考虑 到 g1( 四 是 连续 密度 中 数 ,点 8=0 在 积分 中 没有 影响 ,由 此 可 
算得 元 对 g1() 的 边缘 密度 函数 。 


ml 不.) 一 | plz|O) gO al 


= el 一 7 Ln 一 8) 了 十 $1])a 
其 中 


全 开交 
nl 一 9) 十 2 [n+ 二 -| [8 | i 
ni 上 一 2 
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利用 正念 分 布 的 下 则 性 ,可 得 


rl /2+ | 


这 表明 二 ,对 g169) 的 边际 分 布 为 正 访 分 布 NC0,2 十 地 ), 同 时 ,由 上 
述 计 算 容易 看 出 ,在 给 定 元 下 0 不合 04 一 0) 的 后 验 分 布 可 以 算得 
x ) = pT ID gO /mT,) 


mt (A ) 一 


1] fn ! 上 ] 1 | nx 12 1 nr: \ 
有 一 二 jp SE 
2XY 2 \ 2 + 全 | 2 1 十 22 | 
-一 一 exp| 7 / (2” ) 1 


1 ] 中 

et 了 11 1| 

nn 二 5eo|- 2 ,2 十 | | 

这 表明 ;在 给 定 x。 下 ,98( 不 会 8 二 0) 的 后 验 分 布 为 N (nz,/ (n+ 
a 二 十)- 1) 。 


这 样 一 来 , 贝 叶 斯 因子 为 
a 


| (T,) 


Al VaxP{- nz 2} 


neXP ee 


ie 本 
若 记 B, 二 B"(r,) ,再 按 (2.8) 式 可 算得 7 和 刀 ; 的 后 验 概率 - 


一 上 五 ， 
”1 十 五， 


m=P(9=0|z.)= [1+ 汪 
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wm 一 P(p 天 0 各) 一 1 十 圳 
由 于 数据 吓 逐 步 获得 的 ,每 获得 -一 个 新 的 数据 后 计算 .一 次 山 叶 斯 
汉子 总 , 和 两 个 后 验 概率 & 与 wm ,结果 列 于 表 2. 7 前 面 几 列 上 。 
表 2.7 对 照 实验 数据 与 各 项 后 验 概率 


nn Xs 了 五 。 wo ol 1] Qa 


1 163 1.63 1.008 047 0583 0.054 0.529 
2 1.03 1.33 0.543 0.352 0.548 0.030 0.618 
3 0.19 095 0.829 0.453 0.547 0.035 0.512 
4 1.51 1.09 0.363 0.266 0.734 0.015 0.719 
5 0.2] 0.83 0.693 0.409 0.591 0.023 0.568 
6 0.95 0.85 0.488 0.328 0.672 0.016 0.657 
7 0.64 0.82 0.431 0.301 0699 0.013 0.686 
8 1.22 0.87 0.239 0.193 0.807 0.007 0.800 
9 0.60 084 025 0477 0.823 0.006 0.8l7 
10 1.54 0.91 D0.0888 0.C82 0.918 0.003 0.915 


从 表 2.7 可 见 , 前 5 次 试验 结果 的 波动 导致 贝 叶 斯 因子 
B; 和 后 验 概率 w 与 m 的 波动 , 随 着 试验 次 数 增加 ,样本 均值 元 
趋 于 稳定 ,8 将 随 着 样本 其 的 增加 而 减 小 ,这 使 o 逐渐 减 小 ,使 
a 逐渐 增 大 ,到 第 10 次 对 照 试验 结果 出 来 后 ,后 验 机 会 比 ojai 已 
接近 0.09 ,可 以 认为 两 种 处 理 的 疗效 是 有 差别 ,进一步 研究 的 问 
是 是 , 哪 种 处 理疗 效 更 好 一 些 呢 ? 

其 实在 问题 提出 时 ,就 应 研究 下 列 三 个 假设 
Hi.:0=90, 五 DO0， 五 00 

其 中 71 表示 处 理 2 的 疗效 不 如 处 理 1 五: 表示 处 理 2 的 疗效 优 
于 处 理 1 ,同时 研究 这 三 个 假设 是 更 为 合理 的 ,利用 060 时 9 的 后 


验 分 布 NGC/Ga 十 方 ) ,Cn 十 六 容易 算得 本 i 和 Hw 的 后 验 概 
率 
A 


al 一 已 (0< 0 二) 一 名 /十 五 ,) 
由 一 二 170277 
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| Mrz | 
cj 一 PCg>0|E) 一 本 | ~ 2 | /+B,) 
MI/ na) 


对 各 次 数据 算得 的 ou 与 aiw 列 干 表 2.7 的 最 后 二 列 , 其 中 下降 
很 快 ,在 第 8 次 对 照 试 验 后 ,aa 就 异 尝 地 小 , 故 应 拒绝 假设 电 11, 接 
受 假 没 如 2 , 即 处 理 2 要 优 于 处 理 1 。 

从 本 例 可 见 , 员 叶 靳 检验 很 容易 处 理 三 个 假设 问题 , 量 痉 典 统 
计 对 三 个 假设 问题 是 难以 处 理 的 。 


32.5 预 测 


对 随机 变量 未 来 观察 值 作出 统计 推断 称 为 预测 ,如 如 : 

1. 设 随机 变量 开放 z19 ,在 参数 8 未 知情 沈 下 如 何 对 六 
的 未 来 的 观察 值 作出 推 渐 。 

2. 设 zx,…, 忆 ,是 来 自 plx10) 的 过 去 观察 值 ,在 参数 ?未知 
情 帝 下 ,如 何 对 X 的 未 米 的 观察 值 作出 推断 

3. 按 密度 函数 plz | 修得 到 一 些 数 据 zz 后 ,如 何 对 有 具 
有 密度 省 数 g(z|0) 的 随机 变量 Z 的 未 来 的 观察 值 作 出 推断 ,这 里 
二 个 密度 函数 p 和 gg 都 含有 相同 的 未 知 参 数 9。 

预测 问题 也 是 统计 推断 形式 之 “, 在 统计 学 中 受到 很 多 人 的 
关注 ,一 些 实际 问题 也 可 归结 为 预测 问题 ,容许 区 间 就 是 其 中 之 
一 ,经 典 统 计 学 家 已 提出 一 些 解决 方案 ,根本 的 困难 在 于 参数 8 不 
能 被 观察 到 , 可 在 见 叶 斯 统计 中 利用 8 的 先 验 分 布 xC9) 或 后 验 分 
布 rC01x) 很 容易 获得 解决 ,解决 方案 有 如 下 二 种 ,其 共同 点 是 获 
得 预测 分 布 ,有 了 预测 分 布 要 作出 预测 值 或 预测 估计 就 不 很 难 了 。 

设 随 机 变量 了 X~plz| 胃 ,在 无 区 的 观察 数据 时 ,利用 先 验 分 
布 x《9) 容 易 疾 得 未 知 的 .但 可 观察 的 数据 x 的 分 布 


oe | crleyrteae， (2.9) 
这 个 分 布 常 被 称 为 蕊 的 边缘 分 布 , 但 它 还 一 个 更 富 寺 内 洱 的 各 
Bb3 


称 是 “ 先 验 预测 分 布 *, 这 里 的 先 验 是 指 对 过 去 的 数据 没有 要 求 , 预 
测 是 指 它 是 可 观察 量 的 分 布 , 有 此 先 验 预测 分 布 就 可 从 中 提取 有 
用 信息 作出 末 来 观察 值 的 预测 值 或 未 来 观察 值 的 预测 区 间 , 艾 如 
用 mCx) 的 期 望 什 、 中 位 数 或 众 数 作为 预测 值 ,或 确定 90 和 多 的 预测 
区 间 [a:2 ,使 得 
Pas 避 二 -六 ) 一 0. 90 

其 中 产 : 指 用 分 布 mx(x) 计 算 概 率 。 

另 一 种 情况 是 :在 及 的 观察 数据 x= Cr,"… x1) 时 ,利用 后 
验 分 布 x(9|x) 容 易 获 得 未 知 疯 察 佳 的 分 布 ,如 要 预测 同 总 体 记 
(z|0) 的 未 来 观察 值 , 则 有 


mcrx) = | PCrlOr clr)d (2. 10) 
如 要 预测 另 一 总 体 gC(z| 站 的 未 来 观察 值 , 见 有 
ni(z|x} = | gczl0 rc0lx)a0 (2.11) 


这 里 mCr|x) 或 zm(z|x) 都 称 为 * 后 验 预 浏 分 布 ", 有 此 后 验 预 测 分 
布 后 : 炎 似 好 从 中 提取 有 用 信息 作出 未 来 观察 值 的 预 没 值 或 预测 
区 间 , 备 如 用 mz(z|x) 的 期 望 值 ,中 位 数 或 众 数 作为 z 的 预测 值 ,或 
确定 90 多 的 预测 区 间 [Le,2], 使 得 
P*(aZEb|x)=0. 90 

共 中 PY 是 指骨 预测 分 布 mlz|x) 计 算 概 闪 。 

例 2. 14 一 赌 徒 在 过 去 10 次 赌博 中 赢 3 次 , 现 要 对 林 来 5 次 
赌博 中 他 赢 的 次 数 > 作出 预测 。 

这 个 问题 的 一 般 提 法 是 ;在 nx 次 相 和 所 独立 的 风 努 里 试验 成 功 
了 zz 次 , 现 要 对 未 来 的 & 次 相互 独立 的 内 努 里 戌 验 中 成 功 次 数 > 
作出 预测 ,这 里 的 贝 努 时 试验 中 的 成 功 可 以 是 赌博 的 赢得 ,也 可 以 
是 零件 中 的 不 合格 品 .射击 的 命中 等 。 

若 设 成 功 概率 为 9, 则 样本 x 的 似 然 函数 为 


玉生 | a br(1 一 0 
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若 取 2 的 共 罗 先 验 分 布 Be(e;,p8) , 则 其 后 验 密度 为 


Pa 十 o 士 有 和 
1 np 


新 的 样本 = 的 似 然 函数 为 
Le10)=|*| p00 
于 是 在 给 定 工 时 ,= 的 后 验 预 测 分 布 为 
?2( 之 | 他) 
11 天， 
一 | rd 一 0 (lz)a0 


1 Ttatp) 
(r+ orn—~zr+i+ 8) 


_ Tt ta+tp) T(z 十 工 十 CE 一 z tn rH) 
iT 十 ayPcn 一 工 十 吕 ) Tln 十 到 十 a 十 好) 


人 (1 Re Otn~rti-140 
0 


四 
| 
-| | 
在 我 们 的 问题 中 w=10,zx==3,k 二 5, 再 取 {0,1) 上 的 均匀 分 布 作为 
9 的 先 验 分 布 , 即 取 < 一 8 一 1, 于 是 = 的 后 验 预 测 分 布 为 

5 | TAITC(ATE IT (3 -2) 

之 1 TO7ITCAIT C8) ” 


这 里 z 可 取 ,1、…… ,5 诸 数 ,名 如 :在 < 一 0 时 有 


TAU2)T(4)T CI137 33 
有 (17)PCd4)RC8) 182 


EXTH2T ST(12) 35 
TOTITCAIT CS) 182 


类 似 可 计算 = 一 2,3,4,5 时 的 后 验 预测 概率 , 现 询 表 如 下 : 


0 1 2 3 
0. 1813 0.3022 J.2747 0.1649 


mzlz—3)—| 


m0|3)= 一 0. 1813， 


m(1|3)= 一 0. 3022 。 


4 
0. 0064] 0.02128 


从 此 后 验 预测 分 布 可 见 , 它 的 概率 较为 集中 在 0 到 3 之 问 即 

Pr (0 有 > 所 3) 一 0.9231, 这 表明 [0,3] 是 zx 的 92 儿 预测 区 间 ，, 另 

外 , 设 分 布 的 众 数 在 z=1 处 ,第 二 大 的 概率 在 ==2 处 出 现 , 可 凡 

在 未 来 5 此 赌博 中 该 赌 徒 能 赢 1 到 2 次 的 可 能 性 最 大 ,假如 对 上 
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mt(lz|z>=3) 


答 还 不 满意 , 那 可 深 土 述 后 验 预 测 分 布设 计 一 个 随机 试验 , 警 
ee ee 
在 未 来 5 次 赌 捕 中 不 可 能 最 一 次 ; 若 0,1813 所 4 之 0.1813 十 
0.3022 一 0.4835, 则 认为 可 笑 一 次 ; 行 0.4835 委 xz <0.4835 十 
0. 2747 一 0.7582, 则 认为 可 亩 二 次 ,其 它 类 推 , 在 此 约定 下 做 一 次 
随机 试验 ,所 确定 的 z 值 就 是 一 种 预测 。 

融 转 入 讨论 无 观察 数据 场合 , 若 该 赌 汗 没有 前 10 次 赌博 经 
历 , 而 要 对 未 来 次 赌博 中 他 万 的 次 数 z 作出 预测 . 奉 8 的 先 验 分 
布 仍 取 C0,1), 则 可 得 z 的 先 验 预测 分 布 


m(z) 一 | lk Br(1 — 0 ap 


= | T(z DT(E— 2 1) 
xz! T(E 2) 


ZO,1,2,.…,k 
当 & 一 5 时 ， 
m(z)=1/6,z=0,1,",5 
这 相当 于 掷 一 颗 的 匀 的 仍 千 ,出 现 的 点 数 减 去 1 就 是 对 该 财 徒 在 
未 来 5 次 赌博 中 可 能 赢 的 次 数 的 一 种 预测 
例 2.15 一 颗 锁 石 在 一 架 天 平 上 重复 称 重 ” 次 ,结果 为 xi， 
,ma, 若 把 这 颗 钻 石 放 在 另 一 架 夫 平 上 称 重 ,如 何 对 共 称 量 值 作 
出 预测 。 
一 般 都 认为 , 称 基 值 服 从 正 态 分 布 , 这 里 设 第 一 名 天 平 的 称 基 
值 民 服从 Yo) .其 中 0 是 钻石 的 实际 重量 ,位 未 知 ,o 是 第 一 
架 天 平 的 称 量 方 次 ,有 旦 已 知 ,根据 这 颗 钻 如 的 历史 资料 可 知 g 一 尽 
CpyT) ,其 中 产 与 己 都 已 知 , 利 用 例 1.6 的 结果 ,可 以 获得 在 样本 
均值 未 给 定 下 ;8 的 后 验 分 布 x(81E) 为 NGCnai ,其 中 由 5 富 呈 如 
(1.8) 式 所 示 。 
另外 , 没 第 .和 保 下 平 的 称 基 值 Z 服从 NC8,03), 其 中 缉 是 第 
二 架 大 平 的 称 景 方差 ,也 已 知 ,这 个 分 布 就 是 gC(z|9), 由 此 可 以 写 
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出 在 给 定 元 下 :第 二 架 天 平 的 称 基 值 Z 的 后 验 预测 密度 
mm(z| 元 ) 一 | elprkelade 


人 LTG 一 从 ”一品 ) | 
| | _exp| | 0 oz | a 


一 zs) en| 二 [AF 一 20B 一 C] a 
其 中 
4= 十 + 十 ， 8 一 志 十 生 ， C= 与 十 避 
G2 oI a3 ag of og? 
利用 正 态 密度 函数 的 正则 性 ,容易 算出 上 述 积分 , 即 
2 
"li R04|| 


1 
一 exp (1 一 
VV 2x (0 ot) | Co ro 
这 表明 此 后 验 预 测 分 布 为 正 态 分 布 Nm ,di 十 di) ,其 均值 与 方差 
分 别 为 


《一 AD ) 


KZIF)= 0, 

Var(Z|z)=0i os 
即 该 钻石 在 第 二 架 天 平 称 重 的 均值 就 是 2 的 后 验 均 值 j ,其 方差 
由 一 部 分 组 成 ,一 是 后 验方 差 咯 , 另 一 是 第 二 架 天 平 的 称 量 方 益 05， 
可 见 , 预 测 值 的 方差 一 般 都 要 大 于 实测 值 的 方差 ,这 是 合理 的 ,有 此 预 
测 分 布 Nm ,oi 十 o2) ,再 作 预 测 值 或 预测 区 间 已 是 不 难 的 事 。 


§ 2.6 似 然 原理 


似 然 原理 的 核心 概念 是 似 然 函 数 , 对 似 然 函 数理 解 大 家 部 是 
一 致 的 , 若 设 x= (zi…zo) 是 米 昌 密 度 困 数 p(x19) 的 -个 样本 ， 
则 其 乘积 
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plx|0) = | 工 Pzrl2) 
fm 1 


有 :个 解释 :4 给 定时 ,ptx| 人 ) 足 样本 x 的 联合 密度 函数 ,5 样 
本 x 的 观察 值 给 定时 ,p(x|) 是 未 知 参 数 8 的 沙 数 ,并 区 为 似 然 听 
数 , 记 为 1(0)。 

似 然 函数 元 (人 强调 : 它 是 0 的 函数 ,而 样本 < 在 似 然 丽 数 中 
只 是 一 组 数据 或 一 组 观察 值 。 所 有 与 试验 有 关 的 ?信息 都 被 包含 
在 似 然 耳 数 之 中 ,使 工 (四 一 p(x; 大 的 9 比 使 C60) 小 移 8 多“ 像 ” 
是 和 的 真 值 , 特 别 , 使 二 (9) 在 参数 空间 @ 达到 最 大 的 日 称 为 最 大 
似 然 估 计 , 假 如 两 个 似 然 丙 数 成 比例 ,比例 因子 又 不 依 束 于 0, 则 
它们 的 最 大 位 然 估计 是 相同 的 ,这 是 由 于 两 个 成 比例 的 似 然 函数 
包含 8 的 秆 息 是 相同 的 ,假如 我 们 对 9 采用 相同 的 先 验 分 布 , 邢 么 
基于 x 对 8 所 做 的 后 验 推断 也 是 相同 的 。 

由 叶 斯 学 派 把 上 述 认 识 概括 为 似 然 原理 , 它 有 如 下 二 点 : 

1. 有 了 观测 值 x 之 后 ,在 做 关于 2 的 惟 断 和 决策 时 ,所 有 与 试 
验 有 关 的 8 信息 均 被 包含 在 似 然 函数 LC9) 之 中 。 

2. 如 果 有 了 两 个 似 然 函数 是 成 比例 的 ,比例 常数 与 8 无 关 , 则 它 
们 关于 8 含有 相同 的 信息 。 

似 然 诛 理 是 统计 学 规范 中 大 案 都 应 遵守 的 公理 , 晨 统 计 学 最 
一 般 的 基础 原理 ,遵守 此 原理 而 产生 的 行为 或 行动 才能 认为 是 合 
理 的 ,可 经 典 统 计 学 不 是 这 样 ,他 们 在 寻求 最 大 似 然 估计 前 是 承认 
似 然 原理 的 ;但 在 得 到 最 大 似 然 估 计 后 ,他 们 就 抛弃 了 似 然 原理 ， 
把 样本 观察 值 又 看 作 样 本 ,最 大 似 然 估计 又 被 看 作 样 本 的 函数 ,看 
作 几 个 独立 辐 分 布 随机 变量 的 函数 ,从 而 用 联合 密度 plx|0) 计 算 
它 的 期 望 .方差 ,研究 它 的 大 样本 性 质 等 ,依据 似 然 原 理 , 只 有 实际 
观测 到 的 数据 x 才能 构成 2 的 论据 ,只 有 试验 中 得 到 的 有 关 9 的 
证 据 才 能 用 于 推断 ,因此 无 偏 性 等 原理 都 违背 了 似 然 原理 ,四 为 它 
们 依赖 于 尚未 获得 的 观测 值 ,由 此 可 见 , 似 然 原理 把 $ 2. 1 叙述 的 
条 件 观点 说 很 更 清楚 了 ,下 面 的 例子 可 以 进一步 说 明 爸 典 学 派 与 
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只 叶 斯 学 派对 似 然 原理 的 不 同 态 庆 而 引出 的 问题 。 

例 2.16 (lindley 和 Phillips(1976)) 设 98 为 向 上 抛 一 枚 硬币 
时 出 现 正面 的 概率 , 现 要 检验 如 下 二 个 假设 : 

Hi:0=1/2, Hi:0>1/2 

为 此 敌 了 一 系列 表 筷 独立 地 抛 此 硬币 的 试验 ,结果 出 现 9 次 正面 
和 3 次 反面 。 

由 于 事先 对 “一 系列 试验 ?未 作 明 确 规 定 , 因 此 没有 足够 信息 
得 出 总 体 分 布 e(z10 ,对 此 可 能 有 如 下 二 种 可 能 : 

(1) 事 先决 定 抛 12 次 硬币 , 亏 末 正面 出 更 次 数 买 服从 一 项 分 
布 5tx,0), 其 中 必 为 总 试验 次 数 , 这 里 n=12, 于 契 相 应 的 似 然 函 
数 为 

DO) 一 PK 一 zl0) 一 | "| pr(1 一 0) 和 < 一 22008(1 一 0)3 

(2) 事 先 规定 起 验 进 行 到 出 现 3 次 反面 为 止 , 那 末 正 面 出 现 次 
数 和 服从 负 一 项 分 布 N5(E,6) ,其 中 为 反面 出 现 次 数 , 这 里 二 
3, 于 -是 相应 的 似 然 孙 数 为 


12(0)= PX=z10)=| 


人 | 矿 (1 一 207 一 550(1 一 0)5 


似 然 原理 告诉 我 们 , 似 然 函 数 天 (2) 是 我 们 从 试验 所 需要 知 
道 的 一 切 ,而 且 雹 与 了 具有 关于 相同 的 信息 ,因为 它们 作为 8 
的 函数 是 成 出 例 的 ,于 是 我 们 不 需要 知道 “-- 系 列 试验 ”的 任何 可 
先 规定 ,只 需要 知道 独立 地 抛 硬币 的 结果 :正面 出 现 9 次 ,反面 出 
现 3 次 ,这 本 身 就 告诉 我 们 似 然 函 数 与 8 一 03 成 比例 。 

但 是 ,在 经 典 统计 中 就 不 是 这 样 ,其 统计 分 析 不 仅 要 知道 观察 
值 +, 还 要 知道 x 所 带 来 的 总 体 分 布 p;(x19), 仅 知道 似 然 函数 是 
不 够 的 , 璧 如 ,在 经 典 的 假设 检验 中 , 若 原 假设 及 ,:9==]/2 为 真 ， 
而 在 z 一 9 时 被 拒绝 ,这 时 犯 第 了 类 错误 的 概率 的 计算 与 总 体 分 布 
pilx | 站 密切 相关 。 

在 二 项 分 布 模型 和 负 一 项 分 布 模型 下 , 犯 第 了 类 错误 的 概率 
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分 别 为 
12 

m= Pi 之 9 一 1/2)》 一 >，PIX = x = 1/2) 一 0.075 
=9 


a = PX 90 = 1/2) = PX = zx|0 = 1/2) 一 0.033 


工 一 9 


如 果 取 a 二 0.05. 作 为 显著 性 水 平 ,在 二 项 分 布 模型 下 ,al>a,X 一 9 
不 包 在 拒绝 域内 , 故 应 接收 fo, 在 人 负 二 :项 分 布 模型 下 ,ai<a, 故 六 
二 9 在 拒绝 域内 ,从 而 应 护 绝 五 ,, 即 这 两 个 模型 将 得 出 完全 不 同 
的 结论 ,这 是 与 似 然 原理 相 了 矛盾 的 。 

这 一 现象 在 中 叶 斯 分 析 中 不 会 出 现 , 由 于 本 例 是 简单 很 设 对 
复杂 假设 的 检验 问题 ,不 能 用 连续 的 密度 函数 作为 2 的 先 验 分 布 ， 
对 二 个 假设 IT, 与 I 分 别 赋 了 予 正 概率 io 与 训 二 1 一 zoo, 然后 再 在 
0>172 上 给 一 个 正常 的 先 验 分 布 g1(9) ,最 后 获得 的 先 验 分 布 为 

(0)=noTio.s (0) + nag to) 
由 于 事先 我 们 对 所 抛 硬币 的 均匀 性 不 得 而 知 ,最 公平 (不 偏 坦 ) 的 
办 法 是 用 元 信息 先 验 , 凤 取 
xzo=Az1=1/2,g1(0)=U(0. 5,1) 
利用 《2.7) ,我 们 可 以 算得 贝 叶 斯 因子 
wm _ P(X—910=1/2) 


B Re pe oy 


9 


其 中 
P(X=9|06=1/2)=k (1 =h,(1/2) =0.000244k,, 
这 里 上 = 二 220,h, 二 55。 


1 
A I nis = 916 = 1/2)g1(0d6 
1 
| RPC 一 0)3 。2d0 
人 


1 
2 (p 3g0 十 364 — 2:)d0 
172 
一 人 000666R， 
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由 此 可 以 立即 可 得 贝 叶 斯 因子 (注意 :因子 点 约 去 了 ) 


zf 0 0.000244 __ 
有 (r=0) = 000666 0. 3664 


可 见 观测 值 z=9 并 不 支持 原 假设 妃 。, 考 虑 到 加 一 mi 一 1/2,a 十 on 
一 1 ,可 得 二 个 假设 的 后 验 概率 
0. 3664 


一 xf( 刀 cz 一 9 一 TD 36 全 一 0 2681 
1 
a. (Hi lr)=1 To, 3664—0 7319 


据 此 我 们 应 拒绝 五 。 而 接收 召 , 这 个 结论 内 与 似 然 函数 有 关 , 而 
与 总 体 是 二 项 分 布 还 是 负 二 项 分 布 无 关 。 

例 2. 17 Pratt(1962) 在 他 的 论文 由 讲述 一 个 典型 事例 ,一 位 
工程 师 在 电子 管 产 品 中 抽取 一 个 随机 样本 ,用 极其 精密 的 电 奈 计 
在 -* 定 条 件 下 测量 板 杉 电 时 ,其 精密 程度 可 以 认为 测量 误差 与 电 
子 管 问 差异 相 比 可 和 忽略 不 计 , 一 -位 统计 学 家 检查 测量 值 ,测量 值 看 
上 去 为 正 态 分 布 ,变化 范围 为 75 到 99 伏 , 均 值 87 伏 ,标准 差 4 
傣 , 他 进行 一 般 的 正 态 分 析 , 给 出 总 体 均 值 的 暂 信 区 间 ,后 来 ,他 到 
工程 师 的 实验 室 去 ,发 现 所 用 的 电压 计 读数 至 多 为 100 伏 , 于 是 认 
为 总 体 是 “ 木 完整 的 >, 须 要 重新 处 理 数 据 , 要 按 右 截 尾 正 态 分 布 获 
得 置信 区 问 ,但 工程 师 说 ,他 有 另 一 台电 压 计 ,同样 精密 度 ,读数 达 
到 1000 伏 , 如 果 电 压 超过 100 傣 , 他 就 会 用 这 一 -人 台 测 量 , 这 就 使 这 
位 统计 学 家 放心 ,因为 这 表明 该 总 体 实际 上 毕竟 是 完整 的 ,第 二 天 
工程 师 给 统计 学 家 打 电 话说 :“ 我 刚刚 发 现 , 在 我 进行 你 所 分 析 的 
那个 试验 时 , 那 台 高 量程 的 电压 计 雨 了”, 统计 学 家 查 明 ,工程 师 在 
那 台 电压 计 修 好 之 前 试验 没有 结束 , 故 通 知 他 “数据 需要 重新 分 
析 ”, 工程 师 大 吃 一 惊 地 说 :“ 即 使 那 台 高 量程 的 电压 计 是 好 的 , 试 
验 结果 仍 是 这 样 , 尤 论 恕 何 ,我 所 得 到 的 是 样本 的 精确 电压 值 ,如 
灯 那 台 高 量程 电压 计 正 常 ,我 所 得 到 的 仍 是 我 已 得 到 的 ,下 一 个 你 
该 则 到 我 的 示波器 了 吧 '” 

此 例 中 所 讨论 的 问题 涉及 到 帆 个 不 同 的 样本 空间 , 如 果 高 量 
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程 电 讨 计 是 正常 的 , 那 末 用 一 般 正 态 分 布 的 样本 空间 是 有 效 的 ,这 
时 似 然 函 数 为 


= 二 gl | 一 人 
pa = o | A |， 


其 中 qk。) 为 标准 正 态 密度 ,1,… ,zx, 为 样本 ,x 与 分别 为 该 正 
态 总 体 的 期 望 与 方差, 假如 高 量程 电 讨 计 坏 了 , 故 样本 空间 在 100 
处 被 截断 ,大 于 100 伏 的 x 部 被 认为 是 100, 故 概率 分 布 在 100 处 
有 质量 .大 小 为 1 -下 | 1429 二 | , 即 总 体 分 布 为 

100— 
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其 中 @(。) 为 标准 正 态 分 布 函 数 , 这 时 似 然 函数 为 


: ! ZT ] ni | 
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它 是 次 序 统 计 基 zo ,…，zreoo 的 联合 密度 ,其 中 了 为 区 间 (一 ce， 
100) 的 示 性 函数 ,这 二 个 似 然 函数 的 差别 在 经 典 统计 中 引起 构造 
置信 区 上 疝 的 方法 不 同 ,结果 也 会 受 公 很 大 影 喝 ,可 按 似 然 原理 ,这 
两 个 似 然 函数 成 比例 ,其 比例 因子 不 依赖 于 未 知人 参数 , 故 这 种 差异 
不 会 对 分 析 产 生 影 响 ,因为 没有 发 生 大 于 100 的 x 值 ,推断 与 决策 
仪 与 已 发 生 的 值 zy，… ,x 有关, 臂 如 选择 适当 的 先 验 分 布 x(y， 
中) , 作 总 体 均 值 的 可 信和 区 间 是 不 会 受 任何 影响 的 。 

很 多 统计 学 家 从 各 种 角度 给 出 似 然 原理 合理 性 的 论据 ,如 
Fisher(1959) ,Birnbaurm(1962) 等 ,但 他 们 都 不 是 似 然 原理 党 不 售 
糊 的 支持 者 ,关于 这 方面 的 和 更 广泛 论述 可 网 Berger 及 Wolpert 
(1984) 的 文章 。 


习 题 


2.1 设 随机 人 塞 鞭 六 服从 沁 何 分 布 
POR=0)=00--0)7, 工 一 0,1，…- 
2 


2.4 


2.5 


其 中 参数 9 的 先 验 分 布 为 均匀 分 在 过 (01) 
(1) 若 只 对 蔷 作 一 次 观察 ,观察 值 为 3, 求 8 的 后 验 期 望 佑 订 。 
(2) 若 对 X 作 三 次 观察 ,观察 值 为 3,2,5, 求 8 的 后 验 期 望 估计 。 
设 某 银 行为 一 位 顾客 服务 时 间 ( 单 它 : 分 ?服从 指数 分 布 Exp (Ci) , 共 中 
参数 4 的 先 验 分 布 是 均值 为 0. 2 标准 差 为 1.0 的 期 玛 分 布 ,如 今 对 20 
位 贵客 服务 进行 观测 , 测 得 平均 服务 时 间 是 3.8 分 钟 ,分 娩 求 4 和 #8= 
A!' 的 后 验 期 望 估 计 。 
设 在 1200 公 斥 长 的 磁带 上 的 扇 陷 数 服 从 注 松 分 布 ,其 均值 8 的 先 验 分 
布 取 为 倪 玛 分 布 Ca(3,1) ,对 三 盘 磁 带 作 检 查 ,分 别 发 现 2.0.6 个 缺 
陷 , 求 8 的 后 验 期 组 估计 的 后 验方 车。 
设 不 合格 品 率 4 的 先 验 分 布 为 贝塔 分 布 Be{5,10), 在 下 询 顺 序 袖 样 信 
息 下 腕 次 寻求 8 的 最 大 后 验 居 计 与 后 验 期 刻 估 计 。 
(1) 先 随机 抽检 20 个 产品 ,发现 3 个 不 合格 品 。 
(2) 表 随机 抽检 20 个 产 遇 ,没有 发 班主 个 不 合格 品 。 
设 ri … ,x 是 来 自 正 态 分 布 NC(9,2?) 的 一 个 样本 ,又 设 8 的 先 验 也 是 
止 态 分 布 , 且 其 标准 着 为 1, 若 要 使 后 验方 差 不 超 过 0. ] ,最 少 要 取 客 少 
样本 量 、， 
设 9 是 一 城市 中 或 年 人 奖 成 “公共 场所 禁止 吸烟 ?的 比例 ,对 如 的 先 笃 
分 布 一 位 统计 学 家 有 不 周 建 议 : 

A1: T4 一 20， 0< < 1 

£12; FRR 一 4 仿 ， OHl 
随机 抽样 调 查 了 该 城市 中 1000 名 成 年 人 ,其 中 710 位 投 赞成 票 。 
人 1) 对 公司 天 一 个 先 答 ,分 别 找 出 如 的 后 验 分 布 。 
(2) 分 别 求 出 8 的 后 验 期 望 估 计 。 
《3) 让 明 : 人 在 获得 容 其 为 1000 的 样本 后 ,不管 样本 中 投 欧 成 紧 的 人 用 

少 , 上 述 二 个 后 验 期 望 估计 之 差 不 会 超过 0. 002. 

设 z 一 (zl ,xn) 古 来 自 均 久 分 布 避 C0,8) 的 个 样本 ,又 设 服 愉 
Parcto 分 布 ( 见 习题 1.12). 求 8 的 后 验 均值 与 后 验方 车 。 
设 服从 侧 玛 分 布 Ga 三 ,去 ),6 的 分 布 为 倒 逢 玛 分 布 TGa(o,8)， 
(1) 证 明 : 在 络 定 zx 的 条 件 下 ,6 的 后 验 分 布 为 倒 甚 玛 分 布 Ga 十 o， 
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2. 10 


2. 11 
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+P) 
(2) 求 8 的 后 验 均 值 与 后 验方 差 。 

《3) 若 先 验 分 布 不 变 , 从 人 向 玛 分 布 Ca( 过 a ,十 ) 随 机 梢 到 容 最 为 n 2 的 样 
本 Y=(ri,…,z,), 求 8 的 最 大 后 验 估计 Bw 和 后 验 期 望 估 计 扣 ， 
没 7+ 王 (ri ,xv) 服 从 内 项 分 布 Mr; ,8.) ,车 8= 《81,0… ,8.) 的 完 
验 分 布 为 狭 里 赫 利 分 布 DCei,…,er), 求 和 的 最 大 后 验 佑 计 和 后 验 期 望 

估计 。 
对 正 态 分 布 W(6,1) 作 观察 ,获得 三 个 观察 值 :2,4,3， 车 6 的 先 验 分 布 
为 N(3,1), 求 8 的 0.95 可 信 区 间 。 
设 ri ,xa 是 来 白 止 态 分 布 NC(0,0) 的 -个 样本 ,车 咕 的 先 验 分 布 
为 何其 玛 分 布 FrGauka, 求 时 的 0.9 可 信 上 限 。 
疫 zr,… ,x 是 来 自 均 名 分 布 L00,8) 的 一 个 样本 ,其 中 8 的 先 验 分 布 
为 Pareto 分 布 ,其 密度 函数 为 
xr)=oN/F tl, > 
其 中 如 汪 9 和 a>0 是 二 个 已 知 常数 , 求 0 的 1 一 a 可 信 上 限 。 


三 章 ” 先 验 分 布 的 确定 


s 3.1 主观 概率 


一 \ 主 观 概 率 

员 叶 斯 统计 中 要 使 用 先 验 信息 ,而 先 验 信 息 主要 是 指 经 验 和 
历史 资料 。 因 此 如 何 用 人 们 的 经 验 和 过 去 的 房 忠 资料 确定 概率 和 
先 验 分 布 是 只 叶 斯 学 派 要 研究 的 问题 。 

在 经 典 统计 中 ,概率 是 用 非 负 性 .正则 人 性 和 可 加 性 三 条 公理 定 
义 的 。 福 率 的 确定 方法 主要 是 两 种 。… 是 古典 方法 (包括 几何 方 
法 ), 另 一 种 是 频率 方法 .实际 中 大 量 使 用 的 是 频率 方法 ,所 以 经 典 
统计 的 研究 对 象 是 能 大 量 重 复 的 随机 现象 ,不 是 这 类 随机 现象 就 
不 能 用 频率 的 方法 去 确定 其 有 关 事 件 的 频率 。 这 无 疑 就 把 统计 学 
的 应 用 和 研究 领域 缩小 了 . 辟 如 ,很 多 经 济 现象 前 是 不 能 重复 或 不 
能 大 量 重 复 的 随机 现象 ,在 这 类 随机 现象 中 要 用 频率 方法 去 确定 
有 关 事 件 的 概率 常常 是 不 可 能 的 或 很 难 实现 的 。 在 经 典 统 计 中 有 
一 种 习惯 ,对 所 得 到 的 概率 都 要 给 出 频率 解释 .这 在 有 些 场合 是 难 
于 作出 的 。 和 艾 如 ,中 心气 象 台 预报 ;明日 (各 如 1998 年 五 月 一 日 ) 
降水 的 概率 是 0.8.? 这 里 的 概率 就 不 能 作出 频率 的 解释 ,因为 
1998 年 五 月 一 日 只 有 一 次 ,但 明日 是 否 下 十 是 随机 现象 ,这 里 概 
率 0.8 是 气象 专家 们 对 “明日 降水 ”的 一 种 看 法 或 一 种 信念 , 信 不 
信 由 你 ,但 大 多 数 市 民 对 这 句 话 是 理解 其 义 的 ,明日 降水 的 可 能 性 
较 大 , 叫 和 人们 多 作 预 防 为 好 。 可 见 没有 频率 解释 的 概率 是 存在 的 ， 
不 会 使 人 们 为 难 。 
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贝 叶 斯 学 派 是 完全 同意 概率 的 公理 化 定义 ,但 认为 慨 率 也 可 . 
以 用 经 验 确定 。 这 是 与 人 们 的 实践 活动 一 致 。 这 就 可 以 使 不 能 重 
复 或 不 能 大 量 重 复 的 随机 现象 也 可 谈 及 概率 。 同 时 也 使 人 们 积 哇 
的 卡 富 经 验 得 以 概括 和 应 用 ， 

贝 叶 斯 学 派 认为 :一 个 于 件 的 慨 率 足 人 们 根据 经 验 对 该 事件 发 生 
让 能 性 所 给 出 个 人 信念 。 这 样 给 出 的 概率 称 为 主观 概率 , 蔷 如 : 

一 个 企业 家 认为 “一 项 新 产品 在 未 来 市 场 上 畅销 ”的 概率 古 
0.8, 这 里 的 0.8 是 根据 他 自己 多 年 的 经 验 和 当时 一 些 市 场 信息 综 
合 而 成 的 个 人 信念 。 

-位 投资 者 认为 “购买 某 种 股票 能 获得 高 收益 ”的 概率 足 0. 6， 
这 里 的 0.6 是 投资 者 根据 自己 多 年 股票 生意 经 验 和 当时 股票 行情 
综合 而 成 的 个 人 信念 。 

一 位 了 脑 外 科 医 生 归 对 一 位 病人 动手 术 , 他 认为 成 功 的 概率 是 
0.9, 这 是 他 根据 手术 的 难 易 程度 和 自己 的 手术 经 验 而 对 “手术 成 
功 ” 所 给 出 的 把 握 程 度 。 

一 位 教师 认为 甲 学 生 考取 大 学 的 概率 是 0. 95, 而 乙 学 生 考 取 
大 学 的 概率 是 0. 5, 这 是 教师 根据 自己 多 年 的 教学 经 验 和 甲 , 乙 二 
位 学 生 的 学 习 情 况 而 分 别 给 出 的 个 人 信念 。 

这 样 的 例子 在 我 们 生活 ,生产 和 经 济 活动 中 也 是 常 遇 见 的 ,他 们 
观察 的 主观 概率 决 不 是 随意 的 ,而 是 要 求 当 事 人 对 所 考察 的 事件 有 较 
透彻 的 了 解 和 丰富 的 经 验 , 甚 至 是 这 一 行 的 专家 。 并 能 对 周围 信息 和 
历史 信息 进行 仔细 分 析 , 在 这 个 基础 上 确定 的 主观 概率 就 能 符合 实 
际 。 所 以 应 把 主观 概率 与 主观 腾 造 ,瞎说 一 遂 区 曾 开 来 。 

对 主观 概率 的 批评 也 是 有 的 ,50 年 代 苏联 数学 家 格 涅 坚 科 在 他 
的 《概率 论 教理 》 中 说 “把 概率 看 作 是 认识 主体 对 事件 的 信念 的 数量 测 
度 , 则 概率 论 成 了 类 似 心 理学 部 门 的 东西 ,这 种 纯 主 观 的 概率 主张 贵 
彻 下 去 的 话 , 最 后 总 不 可 避免 要 走 到 主观 唯心 论 的 路 上去。 这 种 担心 
不 能 说 不 存在 ,但 以 经 验 为 基础 的 主观 概率 与 纯 主 观 还 是 不 同 的 , 何 
况 于 观 概率 亦 要 受到 实践 检验 ,也 要 符合 概率 的 三 条 公理 ,通过 实践 
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检验 和 公理 验证 ,人 们 会 接受 其 精华 ,去 其 糟 煌 。 

自主 观 概率 提出 以 来 ,使 用 的 人 越 来 越 多 ,特别 在 经 济 领 域 和 
决策 分 析 中 使 用 较为 广泛 ,因为 在 那里 时 到 的 随机 现象 大 多 是 不 
能 大 其 重复 , 雹 法 几 频 率 方法 去 确定 事件 概率 ,在 这 个 意义 上 看 ， 
主观 概率 至 少 是 频率 方法 和 古典 方法 的 一 种 补充 ,有 了 主观 概率 
至 少 使 人 们 在 频率 观点 不 适用 时 也 能 谈论 概率 ,使 用 用 概率 与 统 
计 方 法 ， 

主观 概率 并 不 反对 用 频率 方法 确定 概率 ,但 也 达 看 到 它 的 局 
限 性 。 频 率 学 派 认为 概率 是 频率 的 的 稳定 值 。 现 实 世 界 中 能 够 在 
相同 条 御 下 进行 大 量 重复 的 随机 现象 是 不 多 ,无 穷 次 重复 更 不 可 
能 ,除非 是 在 某 种 理想 的 意义 下 去 进行 重复 。 如 前 面 提 及 的 一 些 
“- -次 性 惠 件 ”都 是 不 能 量 复 的 。 叉 如 “锅炉 爆炸 ”导弹 命中 日 标 ” 
等 事件 虽 原 则 .上 可 以 进行 大 量 重复 .但 由 于 费用 昂贵 ,实际 中 也 不 
可 能 进行 大 量 重 复 。 在 这 些 场 人 台 下 ,主观 概率 是 一 种 补充 。 

二 .确定 主观 概率 的 方法 

确 完 主观 楼 率 的 方法 在 实践 中 已 积累 了 -- 些 ,下 面 通过 一 些 
例子 来 叙述 它们 ,每 个 例子 后 面 的 评论 就 带 有 一 般 性 的 启示 。 

例 3.1 一 位 出 版 商 要 知道 一 本 新 书 畅销 (事件 4) 的 概率 是 
多 少 ,以 决定 是 否 与 作者 签订 出 版 合同 .他 在 了 解 这 本 新 书 的 内 容 
后 ,根据 他 自己 多 年 出 书 的 经 验 认为 该 书 畅 销 的 可 能 性 较 大 , 巾 销 
《4) 比 畅销 (4) 的 可 能 性 要 高 出 一 倍 , 即 P(A) 一 2P(A), 由 此 根 
据 概 率 性 质 了 (4) 十 PC4)=1 可 以 推 得 PC4) 一 2/3, 即 该 书 畅销 
的 主观 概率 是 2/3。 

这 种 用 对 立 事件 的 比较 来 确定 主观 概率 是 最 简单 方法 。 假 如 
对 4 与 4 说 不 出 哪 一 个 发 生 的 可 能 性 大 , 那 就 定 P(A)=1/2。 这 
个 方法 可 以 推广 到 多 个 事件 上 。 这 种 方法 虽 不 严格 ,但 符合 人 们 在 
实际 中 看 待 概率 的 直观 方式 。 

例 3.2 有 一 项 带 有 风险 的 生意 ,和 欲 估 计 成 功 ( 记 为 4) 的 概 
率 .。 为 此 ,决策 者 去 拜访 这 方面 的 专家 ( 刻 董 事 长 ,银行 家 等 ) ,向 专 
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家 查 这 样 的 问题 。“ 如 果 这 种 生意 做 100 次 ,你 认为 会 成 功 几 次 ?9 
专家 回答 ;成功 次 数 不 会 太 多 .大 约 60 次 ,” 这 时 P(A)=0. 6 是 
专家 的 主观 概率 ,可 此 专家 还 不 是 决策 者 .但 决 策 者 很 熟悉 这 位 专 
家 ,认为 他 的 估计 往往 是 偏 保守 的 ,过 分 谨慎 的 。 决 策 者 雇 证 修改 
专家 的 估计 ,把 0.5 提 席 到 0.7。 这 样 P(4)=0.7 就 是 决策 者 日 
己 的 圭 观 概率 ， 

这 种 用 -专家 意见 来 确定 主观 概率 的 方法 是 常用 的 。 当 决策 者 
对 某 韦 件 了 解 基 少时 ,就 可 去 征求 专家 意见 。 这 里 要 注意 酚 点 。 ~ 
古 癌 专家 提 的 问题 要 设计 好 , 既 要 使 专家 易 懂 ,又 要 使 专家 回答 太 
是 模棱两可 ;二 .是 要 对 专家 本 人 较为 了 解 ,以便 作出 修正 ,形成 次 
策 者 自己 的 十 观 概率 。 

例 3.3 某 公 司 在 决定 是 拘 生 产 某 种 新 产品 时 , 想 估 计 该 产 
品 在 未 来 市 场 上 畅销 ( 记 为 4) 的 概率 是 多 少 ,为 此 公司 经 理 召 集 
设计 ,财会 ,推销 和 质量 管理 等 方面 人 员 的 座谈 会 ,仔细 分 析 影 响 
新 产品 销路 的 各 种 因素 ,大 家 认为 此 新 产品 质量 好 ,只 要 定价 合 
理 ,畅销 可 能 性 很 大 , 厕 影 响 销路 的 主要 因素 是 市 场 竞争 . 据 了 解 ， 
还 有 -家 工厂 (简称 外 三 ) 亦 有 生产 此 新 产品 的 想法 , 沪 厂 技术 和 
设备 都 比 本 厂 强 .经 理 在 听取 大 家 的 分 析 后 , 向 在 座 各 位 提出 二 
河 题 ， 

仆 假 如 外 厂 不 生产 此 新 产品 ,本 公司 的 新 产品 畅销 的 可 能 性 
《 即 概率 ) 有 多 大 ? 

《让 假如 外 厂 概 生产 此 新 产品 ,本 公司 的 新 产品 蝶 销 的 可 能 
性 ( 即 概 率 ) 有 多大? 

存 座 人 员 根 据 自 己 的 经 验 备 写 了 二 个 数 ,经 理 在 计算 二 
平均 值 后 , 略 加 修改 ,提出 自己 看 法 :在 土 述 二 种 情况 下 ,本 公 i 
产品 息 销 概率 各 为 0.9 和 0.4, 这 是 经 理 在 征求 多 位 专家 意见 后 
所 获得 的 主观 概率 。 另 据 本 公司 情报 部 门 报告 ,外 厂 正 忙于 男 一 项 
产品 开发 ,很 可 能 无 眼 顾 及 生产 此 新 产品 。 经 理据 此 认为 ,外 厂 将 
生产 此 新 产品 的 概率 为 0. 3, 不 生产 此 新 产品 的 概率 为 0. 7。 
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利用 上 述 4 个 主观 慨 率 , 庄 全 概率 公式 可 得 本 公司 生产 此 新 

产品 获 畅 销 的 概率 为 
0.9X0.7 十 0.4X0.3 一 0,.75 

这 种 到 过 向 多 位 专家 咨询 后 ,经 修正 和 综合 获得 主观 概率 也 
是 一 种 常用 方法 ,关键 在 于 把 问题 设计 好 ,便于 往 后 综合 , 即 在 提 
出 占 题 时 ,就 要 想 儿 如 何 综合 。 

例 3.4 某 公 司 经 营 儿 童 玩具 多 年 , 今 设 计 了 -=- -种 新 式 玩 具 
将 投入 市 场 。 现 要 估计 此 新 式 雨具 硅 未 来 市 场 上 的 销售 情况 。 经 
理 查 阅 了 本 公司 过 去 37 种 新 式 玩具 的 销售 记录 ,得 知 销售 状态 是 
畅销 CA41) 、 一 般 (4) .滞销 (43) .分 别 有 29,6,2 种 ,于 是 算得 过 去 
新 式 玩 具 的 二 种 销售 状态 的 概率 分 别 为 

“5 784， 0 162， > 054 
考虑 到 这 深 设 计 的 新 玩具 不 仅 外 形 新 突 , 而 有 旦 在 开发 儿童 智力 上 
有 显著 突破 ,经 理 认为 此 促 新 玩具 会 更 畅销 一 些 ,滞销 可 能 性 更 
小 , 故 对 上 述 概 率 作 了 修改 ,提出 自己 的 主观 概率 如 下 : 
PCAN)=0. 85, P(As)=0. 14,P(A;)=0.01 

这 个 例子 表明 ,假如 有 历史 数据 ,要 尽量 利用 ,帮助 形成 初步 
概念 ,然后 作 一 些 对 比 修 正 ,于 形 成 个 人 信念 ,这 对 给 出 主观 福 率 
大 有 好 处 。 

从 上 面 儿 个 例子 可 以 看 出 ,根据 经 验 和 访 史 资 料 等 先 验 信息 给 出 
主观 概率 没有 什么 固定 的 模式 ,大 家 还 可 在 实践 中 创造 ,但 不 管用 什 
么 方法 ,其 所 确定 的 主观 概率 骨 必 须 满足 概率 的 二 条 公理 , 妈 

(1) 非 负 性 公理 ;对 任 :一 于 件 A,0 才 PCAD 过 1， 

《2) 正 则 性 公理 :必然 事件 的 概率 为 1。 

(3) 可 询 可 加 性 公理 ;对 可 列 个 互 不 相 容 的 事件 4 ,4:，…… ,有 


POU A4)=— P(A) 


当 发 现 所 确 峡 的 主观 概 举 与 这 三 条 公理 及 其 推出 的 性 质 有 不 和 谐 
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时 ,必须 立即 修正 ,直到 和 和 谐 为 止 。 这 时 给 出 的 主观 概率 才能 称 得 
上 概率 。 

例 3.5 某 人 对 事件 4, 互 及 其 并 4UB 分 别 给 出 主观 概率 如 
下 

P(A)=1/3,P(B)=1/3,P(AUB)=3/4 
按 概率 性 质 ,应 有 PCAUB) 过 P(A) 十 P(B) 然 而 现在 
PICAUB)=3/4,P(A)+P(B) +2/3 

这 个 性 质 不 满足 ,这 个 不 和 谐 之 处 是 由 于 这 组 主观 概率 给 定 不 恰 
当 而 引起 的 ,必须 修正 。 此 人 重新 给 出 这 三 个 事件 的 主观 概率 ,发 
现 并 事件 4UB 的 主观 概率 应 为 3/5。 再 检查 就 没有 此 种 不 和 沸 
现象 『。 


8$ 3. 2 利用 先 验 信息 确定 先 验 分 布 


在 贝 叶 斯 方法 中 关键 的 一 步 是 确定 先 验 分 布 。 当 总 体 参数 8 是 离 
散 时 , 即 参数 空间 8@ 只 含有 限 个 或 可 数 个 点 时 ,可 对 @ 中 每 个 点 确定 
… 个 主观 概率 ,而 主观 概率 可 用 $ 3. 1 所 述 的 方法 确定 。 

当 总 体 参 数 6 是 连续 时 , 即 参数 空间 8 是 实数 轴 或 其 上 某 个 
区 闻 时 ,要 构造 一 个 先 验 密度 x(9) 那 就 有 些 困 难 了 。 当 8 的 先 验 

埋 息 (经验 和 历 中 数据) 足够 多 时 ,下 面 三 个 方法 可 供 使 用 。 

一 ,直方 图 法 

这 个 方法 与 一 般 的 直方 峰 法 类 似 , 下 面 的 例子 可 以 说 明 这 个 
方法 的 一 些 细节 。 

例 3.6 某 药材 店 记录 了 吉林 人 参 的 每 周 销售 其, 寺 要 寻求 
每 周平 均 销 售 其 8 的 概率 分 布 ,。 现 用 直方 图 法 来 确定 它 。 直方 图 法 
的 此 点 如 下: 

(1) 把 参数 空间 分 成 一 些小 区 间 .统计 过 去 二 年 102 个 营业 周 
的 销售 记录 ,每 周平 均 销 售 是 最 高 不 超过 35 两 。 若 以 5 两 作为 小 
区 同 长 度 , 共 分 为 ?个 小 区 间 。 
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(2) 存 每 个 小 区 间 上 决定 主观 概率 或 依据 历史 数据 确定 其 频 
率 。 这 里 是 用 后 者 ,其 频 康 见 表 3. 1。 
表 3.1 每 局 平均 销售 量 统 计 表 


平均 销售 量 ( 两 ) 


[0,5] 0.051 
(5:.10] 0.259 
C10,15] 0. 327 
《15,20] 0.224 
{20,25] 0.095 


{25,30] 


0 5 10 1 加 33 20 35 6 
3.1 每 周平 均 销 售 量 的 直方 图 
(3) 绘 制 频 率直 方 图 。 这 里 绘制 的 频率 直方 图 见 图 3. 1 ,其 中 
纵 坐 标 为 频率 /5。 
(4) 在 直方 图 上 作 一 条 光滑 的 曲线 ,此 曲线 就 是 x(8)。 在 做 光 
滑 曲 线 时 , 尽 基 在 每 个 小 区 间 上 使 用 得 曲线 下 的 面积 与 直方 图 的 
面积 相等 ,这 条 曲线 已 在 图 3. 1 上 生 出 ,利用 此 曲线 可 求 出 一 个 单 
位 区 间 上 的 概率 ,如 
Pl(20<0<21)=1Xnx(20.5)=0. 03 
这 样 得 到 的 先 验 密度 常常 仅 限 于 在 有 限 区 问 上 ,有 时 使 用 也 
不 方便 ,下 面 一 个 方法 更 为 适用 些 。 
二 ,. 选 定 先 验 密 度 范 数 形式 再 估计 其 超 参 数 
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这 个 方法 的 要 点 如 下 : 

(1) 根 据 先 验 信息 选 定 8 的 先 验 密度 孙 数 x(9) 的 形式 ,如 选 

《2) 当 先 验 分 布 中 含有 未 知 参 数 ( 称 为 超 参 数 ) 时 :和 辟 如 x C8) 
一 zkbia,p8), 给 出 超 参数 a,8 的 估计 值 使 <(2; 人 下 ,站 ) 最 接近 先 验 
信息 。 

这 个 方法 最 常用 ,但 也 极 易 误 用 ,因为 先 验 密度 <(00) 的 函数 
形式 选用 不 当 将 会 导致 以 后 推导 失误 。 

例 3.7 在 例 3.6 中 对 周平 均 销 售 芋 避 ,选用 正 态 分 布 N (yp, 荆 ) 
作为 先 验 分 布 , 于 是 确定 先 答 分 布 问题 就 转化 为 咎 计 超 参 数 yj 与 亚 
的 问题 。 这 可 从 每 周平 均 销售 量 统计 表 上 作出 估计 。 老 对 @@ 的 每 个 小 
区 间 用 其 中 点 作 代表 ,岂可 算得 4 与 7 的 估计 如 下 : 

庆 一 2.5X0.051 十 7.5X0.259 十 … 十 32.5X0.001 一 13.4575 

r= (2.5—13.4574)*X0.051 十 (7.5 一 13. 4574)*X0. 259 

十 … 十 (32.5 一 13. 4574)2X0.001 一 36.0830 
这 标明 ,该 商店 每 周平 均 销售 芥 6 的 先 验 分 布 为 013.4574， 
36. 0830)。 用 此 先 验 分 布 可 以 算得 


| | 21—13. 0—13.4575 
i 


=B(1. 2556) —B(1, 0892) 

一 0.8953 一 0.8603 

一 0.0350 
这 个 例子 说 明 , 若 能 从 先 验 信息 整理 吉 工 中 拷 得 前 几 阶 先 验 甜 , 然 
后 用 其 估计 先 验 分 布 中 的 各 个 参数 ,在 给 定 先 验 分 布 形式 时 ,决定 
其 中 先 验 参 数 的 男 -个 方法 是 从 先 验 信 息 中 获得 几 个 分 位 数 的 佑 
计 和 值 ,然后 选择 先 验 分 布 中 的 参数 ,使 其 尽 可 能 地 接近 这 些 分 位 
数 。 在 例 1.11 和 例 2.7 曾 用 过 这 个 方法 确定 先 验 参数 .下面 册 看 
一 个 例子 。 

例 3.8 没 参数 0 的 取 值 范围 足 ( 一 co,co), 它 的 先 验 分 布 具 
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有 正 态 分 布 形式 。 若 从 先 验 信 息 可 以 得 知 : 

(1) 先 验 中 位 数 为 0; 

《2) 上 ,下 下 分 位 数 为 一 1 和 1; 邮 先 验 的 0.25 分 位 数 和 0.75 
分 位 数 为 一 1] 和 1。 
要 确定 先 验 分 布 N(y, 世 ) 中 的 超人 参数 pj 与 r。 

对 正念 分 布 ,均值 与 中 位 数 相 等 , 故 ww 一 0, 另 外 由 0.75 分 位 
数 为 1 ,可 列 出 方程 

POT1)==0.75 或 P80/c<1/0)=0.75。 
查 标 准 正 态 分 布 表 可 知 
1/o 一 0.675 或 co 一 1. 481 

这 样 就 可 得 先 验 分 布 为 N (0,1.481?)。 

另外 ,车 设 8 的 先 验 分 布 为 柯 西 分 布 CCa:p8) ,其 密度 函数 为 


fla,p) 一 cI 


= 
x|PB + (0—a)| 
它 的 期 望 与 方差 都 不 存在, 但 其 各 分 位 数 都 有 。 由 于 柯 西 密度 函数 
是 关于 w 的 对 称 函 数 , 故 其 中 位 数 是 w。 由 已 知 条 件 知 ,xz 一 0。 另 
外 ,由 一 1 是 1/4 分 位 数 可 得 方程 


全 天 和 而 由 = 1 
由 此 可 算得 8 二 1。, 这 时 9 的 先 验 分布 为 柯 西 分 布 C(0,1)。 这 是 标 
准 柯 西 分 布 。 

这 样 一 来 ,我 们 面临 着 二 个 先 验 分 布 都 满足 给 定 的 先 验 信 息 。 
假如 这 二 个 先 验 分 布 差 异 不 大 ,对 后 验 分 布 影响 也 不 大 , 那 可 任 选 
一 个 ,假如 我 们 面临 着 二 个 差异 朴 交 的 先 验 分 布 可 供 选 择 时 ,我 们 
应 慎重 选择 ,因为 不 加 的 选择 对 后 验 分 布 影响 也 会 很 大 。 辟 如 在 本 
例 中 , 正 态 分 布 Y(0,1.4812) 与 柯 西 分 布 C(0,1) 在 形状 上 是 很 相 
似 , 都 是 中 间 高 ,两 边 低 ,左右 对 称 , 但 在 二 侧 的 是 部 的 粗细 相差 很 
大 ,正人 态 分 布 的 尾部 很 细 , 柯 内 分 布 的 尾部 很 粗 , 这 就 导致 自 态 分 
布 的 各 阶 矩 都 存在 ,可 柯 此 分 布 连 数学 期 望都 不 车 在 .因此 在 进 … 
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步 的 选择 前 还 过 对 先 验 信息 进行 分 析 , 若 先 验 信息 很 分 散 , 那 就 不 
宜 选 用 正 态 分 布 , 若 先 验 信 息 较 为 集中 , 那 就 不 宜 选 用 柯 西 分 布 . 
关于 在 一 族 先 验 分 布 中 如 何 选 择 先 验 分 布 使 后 验 分 布 波动 不 大 。 
这 个 问题 被 称 为 “稳健 性 (Robustness) 问 题 ?, 是 夏 时 斯 统计 近 几 
年 研究 较 多 的 问题 之 一 。 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Berger(1985) 及 其 
所 附 的 参考 文献 。 

三 、 定 分 度 法 与 变 分 度 法 

这 一 个 方法 都 是 通过 专家 咨询 获得 各 种 主观 概率 ,然后 经 过 
整理 加 工 由 可 得 到 累积 概率 分 布 曲线 。 

这 一 个 方法 类 似 , 但 做 法 略 存 差异 . 定 分 度 法 是 把 参数 可 能 取 
值 的 区 间 逐 次 分 为 长 度 相等 的 小 区 间 ,每 次 在 每 个 小 区 间 上 请 专 
家 给 出 主观 概率 。 变 分 度 法 是 把 参数 可 能 取 值 的 区 间 逐 次 分 为 机 
会 相等 的 两 个 小 区 问 , 这 里 分 点 由 专家 确定 ,这 二 个 方法 很 容易 学 
会 ,在 一 个 短暂 的 时 间 后 ,决策 者 与 专家 就 能 逐渐 熟悉 它们 ,并 能 
相当 顺手 地 利用 它们 ,但 要 注意 ,你 所 咨询 的 专家 ,应 是 声誉 良好 
的 和 富有 经 验 的 ,这 :个 方法 相 比 ,决策 者 更 愿意 使 用 变 分 度 法 ， 
下 面 用 一 个 例子 来 说 明 变 分 度 法 的 具体 操作 ,从 中 也 领会 到 定 分 
度 法 的 操作 方法 。 

例 3.9 一 开发 商 希 望 获 知 .一 个 新 建仓 库 的 租金 可 能 达到 的 水 
平 是 什么 ? 为 此 向 一 位 推 租 经 纪 人 咨询 。 下 面 是 他 们 的 对 话 。 

问 ( 开 发 商 ) :你 认为 每 平方 米 仓库 的 最 高 租金 与 最 低 租 金 是 
多 少 ? 

答 (经 纪 人 ): 我 看 租金 不 会 超过 2. 40 元 /m7, 但 也 不 会 低 于 
2. 00 元 /mz。 

问 :这 告诉 了 我 们 租金 的 范围 。 那 末 在 此 租金 范围 内 ,等 可 能 
的 分 点 在 哪里 ? 譬如 ,租金 高 于 或 低 于 2. 25 元 /rz 的 可 能 性 相同 
吗 ? 

答 :不 ,我 想 等 可 能 的 分 点 应 是 2.20( 见 图 3. 2)。 
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200 2.06 210 215 220 225 230 
图 3.2 变 分 度 法 ( 例 3. 9) 的 实施 结果 


问 :很 好 ,如 果 租 金 在 2.00 到 2, 20 之 间 , 你 敢 说 2. 10 是 等 可 
能 分 点 吗 ? 

答 :我 看 2. 15 元 /zz 较为 合理 ( 见 图 3. 2) 

问 :这 就 是 下 部 分 的 等 可 能 点 。 那 未 上 半 部 分 的 等 可 能 分 点 在 
哪里 ? 

答 , 在 2.25 元/m:, 即 2.20 到 2.25 元 间 的 可 能 性 与 2.25 到 
2. 49 间 的 可 能 性 是 一 样 的 ,对 吗 ? 〈 见 图 3. 2) 

问 : 是 的 , 那 你 是 否认 为 租金 在 2.15 到 2. 25 间 的 可 能 性 与 此 
范围 外 的 可 能 性 是 相等 的 吗 ? 

答 : 看 来 差不多 ( 见 图 3. 2) 。 

问 :好 ,假如 租金 高 于 2. 25 请 问 上 部 小 区 间 (2. 25,2. 40) 的 等 
可 能 分 点 在 何 处 呢 ? 

答 , 肯 定 是 2. 30 元 /zzz。( 见 图 3. 2) 

问 ;好 , 那 末 高 于 2. 30 元 的 小 区 间 内 的 等 可 能 分 点 是 多 少 呢 ? 

答 . 取 2.325 元 /ze 是 合适 的 。( 见 图 3. 2) 

问 : 现 在 让 我 们 来 考虑 区 间 的 田 一 端 ,如 果 租 金 低 于 2. 15 元 
时 ,怎么 样 ? 

答 , 在 下 端 吧 ! 等 可 能 分 点 可 取 2. 10 元 ( 见 图 3.2)。 

问 : 那 未 低 于 2. 10 元 的 部 分 ,你 能 用 同样 方法 分 割 吗 ? 

管 :这 实在 是 你 给 我 的 最 难 回答 的 一 个 问题 。2. 00 元 实在 是 
不 可 能 的 ,如 果 一 定 要 再 分 割 ,大 构 在 2. 05 元 左右 ,干脆 取 为 2. 06 
元 /zt 吧 ! ( 见 图 3. 2) 

问 :好 极 了 ,这 就 足够 使 我 们 得 出 反映 你 对 当前 租金 估计 的 概 
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府 分 布 了 。 


表 3.2 例 3.9 租金 的 累积 概率 


租金 (元 /zz 容积 概率 

2.0 0 

2. 06 0.0625 
2. 10 0.125 

2. 上 5 0.250 

2. 20 0. 500 

2. 25 0.750 

2. 30 0.875 
2.325 0.9375 
2. 40 1, 000 


通过 以 上 问答 过 程 ,得 出 的 数学 可 编 成 累积 概率 表 ( 表 3. 2)。 
相应 的 累积 概率 曲线 如 图 3, 3 所 未。 这 条 曲线 可 帮助 决策 阁 估 计 
特定 结果 的 概率 。 也 可 转化 为 概率 直方 图 .。 为 此 我 们 把 区 间 (2.0， 
2.4) 等 分 为 8 段 , 每 段 长 0.05, 记 下 每 段 的 中 点 ,在 图 3. 3 上 读 出 
累积 概率 ,由 此 可 算出 分 段 概率 。 这 一 过 程 已 判 于 表 3. 3, 利 用 分 
段 概率 可 画册 概率 直方 图 ( 见 图 3.4)。 从 图 3.4 可 以 看 出 租金 的 
概率 直方 图 是 中 间 高 .二 边 低 ,左右 对 称 ,可 以 用 正 态 分 布 近 似 。 利 
用 表 3. 3 上 的 分 段 中 点 zx; 和 分 段 概率 pi; ,容易 算得 其 期 望 x 与 方 


差 cr 


当 
A iripi—2. 198 


8 
ba 六 ,好 而 一 12 一 未 838 一 2. 198: 一 0. 006796 一 (0. 0824)7 
En 


从 而 可 得 到 ,租金 的 分 布 可 用 正 态 分 布 N(2. 198, (0.0824)2) 近 似 。 
表 3.3 租金 的 概率 分 析 . ( 例 3.9) 


i 租金 区 辣 分 段 中 点 
2. 00~—2.05 2. 025 
2.06~2.10 2. 075 
2. 10 一 2. 15 2. 125 
2.15 一 2. 20 2. 175 
2. 20 一 2. 25 2. 225 
2. 25 一 2. 30 2. 275 
2. 30 一 2. 35 2. 325 
2. 35 一 2. 40 2. 375 


0 
ch 


累积 概率 .、 分 段 概率 
0. 0575 0. 0575 
0. 150 0. 0925 
0. 250 0. 100 
0. 500 0. 250 
0., 750 0- 250 
0. 875 0. 125 
0. 960 0. 085 
1. 000 0. 040 


累积 概 举 


18 


U6 


04 


02 


1 I | | 
20 21 22 23 24 租金 


图 3.3 从 提问 得 出 的 累积 概率 曲线 ( 例 3. 9)， 


020 


0.10 


20 2.1 22 2.3 24 租金 . 


3.4 租金 的 概率 直方 图 ( 例 3. 8) 
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例 3. 9 虽然 涉及 的 是 租金 的 分 布 ,租金 是 可 观察 的 量 .也 也 可 
用 于 确定 不 可 观察 的 参数 的 分 布 。 


3$3.3 利用 边缘 分 布 m(z) 确 定 先 验 密度 


一 .边缘 分 布 m(x) 
设 总 体 久 的 密度 函数 为 p(x:9), 它 含有 末 知 参数 0, 占 0 的 


上 先 验 分 布 选用 形式 已 知 的 密度 函数 r(9), 则 可 算得 和 的 边缘 分 布 


( 即 无 条 件 分 布 ) 
| [prlO rc0) de, 当 8 为 连续 时 
mTY ~: = 


opCrl9)r(9)， 当 吕 为 离散 时 
当先 验 分 布 含有 未 知 参 数 ,譬如 r( 们 =z(814) ,那么 边缘 分 布 m 
(zz) 依赖 于 4, 可 记 为 mtzlh4), 这 种 边缘 分 布 在 寻求 后 验 分 布 时 常 
遇 到 ,只 足 在 那里 没有 强调 罢了 。 
例 3.10 设 总 体 么 一 NI8,c) ,其 中 于 已 知 ,又 设 9 的 先 验 分 
布 为 六 (prsai, 则 可 以 算得 边际 分 布 疡 Cz) 为 NA 呈 十 a) 。 事 实 
上 ,在 这 个 例子 中 


(3.1) 


| | 1 1 
pr lO) =— exe( -he—0)) 
1 ] 2 
rO) 一 -eep| IO Ar | 
于 是 边际 分 布 
Ee 1ftro0D: (0— pr) | 

m(x) 一 AaGr) _。 xp| 一 | o? 十 oz ] 
若 令 


_ 1 | _ AC—8| 
2r (oto2) 0 
由 于 
AC— B= {7r— pn) /oo 
最 后 可 得 
& . 
和 ] 一 exp | 一 /2 各 | (3. 2) 
~ 2xC0?+a2) " 


这 就 是 我 们 要 求 的 结果 。 除 了 已 知 的 外 , 它 还 会 有 二 个 未 知 的 
超 参 数 js 只 。 

二 ,混合 分 布 

设 随 机 变量 X 以 概率 在 总 体 FF 中 取 值 ,以 概率 1 一 x 在 总 
体 ;中 取 值 。 阁 F(x (如) 和 Cx19,) 分 别 是 这 二 个 总 体 的 分 布 孙 
数 , 则 六 的 分 布 函 数 为 


Flr)=xF (r+ (1 —n Fr|g,) (3. 3) 
或 用 密度 函数 (或 概率 函数 ?表示 
pr)=rp rl)— (1—r)p(r10) (3. 4) 


这 个 分 布 FCz) 称 为 FCr|01}Y 和 FCzx18,) 的 混合 分 布 。 这 里 的 x 和 
1 一 x 可 以 看 作 一 个 新 的 随机 安 量 8 的 分 布 , 即 
PO=0)=x=r(0) 大人 一 凡 ) 一 1] 一 大 一 天 (办 ) 
从 上 述 定义 容易 看 洗 : 从 混合 分 布 玉 (zy 中 抽取 一 个 样品 ri, 相当 
第 一 次 ,从 r(9) 中 抽取 一 个 样品 8。 
第 二 次 ,车 9 二 1, 则 太 F(z|91) 中 再 抽 一 个 样 晤 ,这 个 样品 就 
是 zi, 若 8 二 名; 则 从 FCx19,) 中 再 抽 一 个 样品 ,这 个 样品 就 是 x1。 
若 从 混合 分 布 抽取 一 个 容量 为 二 的 样本 zi ,zx2… ,zs; 那 么 其 
中 约 有 arf(9) 个 来 自己 人 z10), 约 有 pr 个 来 目 天 (| 加 ) ,这 样 
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的 样本 rzrz…yz 有 于 也 称 为 混合 样本 、 

从 上 述 混 合 分 布 的 定义 很 容易 看 出 ,(3. 1) 式 表示 的 边缘 分 布 
z2(z) 是 混合 分 布 的 推广 ,只 不 过 是 用 窗 度 明 数 形式 表示 而 已 . 当 0 
为 离散 随机 变量 时 ,m(x) 是 由 有 限 个 或 可 数 个 密度 消 数 混合 而 
成 , 当 8 为 连续 随机 变量 时 ,m(x}) 是 由 万 限 不 可 数 个 的 密度 务 数 
混合 而 成 。 车 从 x 人 9) 拙 取 一 个 90, 然后 再 从 p(xz19) 中 抽取 一 个 x， 
这 个 工 可 看 作 从 mx) 抽 取 的 祥 品 。 按 此 过 程 抽 取 个 样品 就 可 
非得 容量 为 二 的 兹 合 祥 本 ,在 实际 中 经 常会 再 到 各 种 混合 样本 。 

例 3.11 混合 样本 的 例子 

(1 设 rirar 是 位 芍 生 的 成 绩 ,由 于 每 位 考生 的 能 力 8 
是 不 癌 的 ,这 位 状 生 的 能 力 外 ,84,… ,的 可 看 作 从 菜 个 分 布 x(9) 
抽取 的 样本 ,而 x; 是 从 zz10) 抽 取 的 样品 。 这 样 … 来 ,样本 ri， 
xi 可 看 作 混 合 祥 本 。 

(2) 从 一 批 产品 中 随机 抽取 件 产品 ,而 这 2 个 产品 是 米 自 三 
位 工人 之 手 , 而 这 二 个 工人 的 不 合格 品 率 是 不 同 的 , 故 所 测 的 产品 
特性 x ,rs 区， 可 看 作 一 个 混合 样本 。 

(3) 某 厂 的 原料 来 自 个 产地 ,每 次 改换 厦 料 都 要 抽 一 个 样本 
检查 产品 质量 。 过 去 已 记录 了 若干 个 样品 的 观察 值 


Tl TI2 ”lm 
rl Xz an, 
Tpl pe Tpn 


其 中 zn2，,… sn 分别 是 答 自 的 样本 容量 。 这 1 十 nz 十 "十 np 
个 数据 可 看 作 来 白 个 总 体 的 混合 样本 ,也 可 看 作 来 自 茶 混合 分 
布 的 一 个 样本 。 
三 , 先 验 选择 的 ML-II 方法 
在 边缘 分 布 m (xz) 的 表示 式 (3.1) 中 , 背 pCr1l 扑 已 知 , 则 rxCx) 
的 大 小 反映 x(9) 的 合理 程度 ,这 里 把 mC(x} 记 为 mx"(x)。 当 观察 值 
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xz 对 二 个 不 同 的 先 验 分 布 xi 和 zs, 有 
mitr) m2(r) 
时 ,人 们 可 认为 ,数据 .x 对 比 对 x 提供 更 多 支持 。 于 是 把 mw" 看 
帮工 的 似 恩 盟 数 是 合理 的 .既然 x 有 似 然 函 数 可 言 ,于 么 用 极 大 似 
然 法 选取 zt 就 是 很 自然 的 事 。 这 样 贝 出 的 先 验 称 为 1 型 极 大 似 然 
先 验 ,或 称 为 ML- 工 先 验 。 
假如 混合 样本 x= (mr 所 涉及 的 先 验 带 度 曙 数 的 形式 
已 知 , 末 知 的 仅 是 其 中 的 超 参 数 , 即 先 验 密 度 函 数 族 可 表示 如 下 : 
玉 一 {xC2A) ,AE A} 
这 时 寻求 ML- 1 先 验 是 较为 简单 的 于 ,只 要 和 村 求 这 样 的 使 得 
m (x |N)=sup lm Cx; | A) (3.5) 
这 可 用 最 大 化 似 然 消 数 方法 来 实现 。 
例 3.12 设 了 一 N(90,0), 其 中 已 知 , 叉 设 9~N (jr,02)， 
在 例 3. 15 中 已 算得 
m(x [pr0) =N (po 0) 
若 有 来 自 zCz|p,o2) 的 汇合 样本 , 则 超 参 数 me 的 似 然 函数 为 


mr pr) = [2rCos tor) Sexp| | 
二 2 2 、| 一 和 —ns’ | nT Hr) sl 
-2X0i 二 To )| 2exp | lexp |— Bers | 


其 中 这 一 广 和 zxivs? 一 记 和 (xi 一 2)?， 从 上 式 容易 看 出 , 当 不 考虑 
52 时 ， 在 工 处 达到 最 大 所 以 应 一 工 应 足 恬 的 ME-E 选 择 ， 将 
和 以 x 代入 上 式 ,只 剩 且 的 函数 


$02)—=[2xr(o:+o)]- texp [205 | 


A 
对 lng(c) 微 分 并 令 为 零 ,可 得 似 然 方程 
dnglor) 一 2[2 2 , 
uo: 十 0 0 


9] 


解 之 ,可 得 =s* 一 6, 若 六 < 之 6, 导致 a 为 负 人 ,这 不 合 情 理 , 故 令 
二 0。 于 是 避 的 MI 一 工 估计 为 
到 1D， 当 so 
1 一 02， 当 s 守 0 
从 而 所 求 的 ML- 1 了 先 验 为 x 二 N (p02)。 
四 、 先 验 选择 的 矩 方法 
当先 验 密 度 函 数 (84) 的 形式 已 知 , 还 可 利 用 先 验 矩 与 边缘 
分 布 矩 之 问 的 关系 寻求 超 参 数 4 的 人 和 估计。 这 个 方法 称 为 先 验 选 择 
的 矩 方 法 。 这 个 矩 方 法 的 要 点 如 下 ，; 
(1) 计 算 总 体 分 布 pCz1 信 的 期 户 uC8) 和 方差 (办, 即 
10) = EI CK) 
ae (有 ) =Et[X— nO0) 了 
这 里 符号 EB* “表示 用 8 给 定 下 的 条 件 分 布 pcx1 引 求 期 望 。 以 下 类 
似 符号 亦 作 类 似 解 释 。 
(2 计算 边缘 密度 mCx |) 的 期 望 (CD 和 方差 c8(A) ,下 面 的 
公式 可 以 帮助 我 们 简化 这 些 计 算 
pm(A) = ECX) 


兰 | zj ecrlercolDaoaz 
x 
一 | | Tplr [Oadrn 0 | A do 
x 


三 | cpm a0 


= E00)] C3. 6) 
MAEVEX— pd) 


= | lc 
一 |, ee 


= | i 
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其 中 
Es pA) = Er py OF uD — pl A 
= Erp 0 -EE 0) — pm CA) 
= + A pA 
代 回 原 式 , 可 得 
oOD=E Vo 0 ] +E VO — pA) J] (3.7) 
由 (2.6) 和 (3.7) 可 以 看 出 ,要 计算 边缘 分 布 mtz|) 的 期 望 pC) 
和 方差 ao%(2) 关 键 在 于 用 先 验 分布 x(81) 计 算 如 下 三 个 变量 
Et0) ,ESV Ea: C0 ,EM tO) -~ 0 CA) J (3. 9) 
(3) 当 先 验 分 布 中 仪 会 二 个 超 参数 时 , 即 4= (4, 入 ), 可 用 混 
合 样 本 * 二 《zyzz,"… xy) 计算 其 样本 均 什 种 样本 方差 , 即 


™ 
SS 
Nn i=1 
Re 1 、 ee 
0 > 
nO— 1 ?I 


避 用 样本 和 矩 代替 边际 分 布 的 算 , 列 出 如 下 方程 
fem = EL pC8) ] 
A) =EMG + EM pO) — pn A)T 

解 此 方程 组 ,可 得 超 参数 4 二 (4, 和 ) 的 估计 a= (7)。 从 而 获得 
先 验 分 布 (8l4)。 

下 面 的 例子 可 以 帮助 我 们 熟悉 上 述 算法 ， 

例 3.13 设 总 体 买 ~ Expb(8) ,其 密度 函数 为 

plr|0) = ,xr >0 

参数 9 的 先 验 分 布 取 件 翅 分 布 Gala,) 其 密度 函数 


,a 
«Bla 一 到 CD 人 C “0>0 


现 有 混合 样本 的 均值 六 和 方差 ,要 寻求 超 参 数 a,4 的 矩 估计 ， 
(1) 计算 指数 分 布 Exp (9) 的 期 望 和 方差 
A(0)=0" o(0)=0 


《27 计算 (3. 8) 中 所 示 的 三 个 先 验 邱 。 
Es [pc0)] E""*[07! |] 


x a 
0 区 -2c-2d8 


人 
Es[o:(0)1 = EL0-?] 
用 呈 这 
Se 区 pe-ac-2c88 
人 2 
(ee 一 1)(e 一 2) 
ER 
=— EM ]— [9 | A 
Wk Pay 
> Es 
(Ka 一 1)(a 一 2) a-la—l (ca 一 1) 


pe 
Cea—D)a—2) 《ec 一 132: 

把 上 述 三 式 代 入 (3. 6) 和 (3. 7), 即 得 边缘 分 布 的 期 望 与 方差 
A 

RT 

Wa a 2) Ca—1y: 
ey 
ea 一 1 a—2 


3) 用 样本 和 矩 代 替 边 缘分 布 的 矩 , 列 出 方程 


把 第 一 方程 代入 第 二 方程 中 去 ,可 得 
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= Se 
解 之 可 得 
2 
一 
再 代 回 第 一 方程 , 即 得 
十 并 
A= (c 一 Dm 一 各 一 他 
这 就 是 起 参数 和 矩 估 计 。 


例 3.14 设 总 体 刁 一 NO0,1) ,其 中 参数 0 的 先 验 分 布 取 共 斩 
先 验 Neroi 。 这 时 总 条 均值 zy(0)=6, 而 总 体 方差 o2(8) 二 1 与 
参数 无 关 。 由 (3.6) 和 (3.7) 很 容易 算出 边缘 分 布 产 (zx| 轨 的 均值 与 
方差 ,其 中 4 一 (Cpryoz) 
pa 2 = EWE)] 
=EMO)= a 
0, = Et p00 +E uO) -pon tA) 了] 
=E 二 + 1]+EM0— pa] 
二 1 二 
由 计 去 的 经 验 , 决 策 少 认为 边缘 分 布 的 均值 为 10, 方 差 为 3， 即 
语 一 10,05 一 3。 于 是 所 列 方 程 为 
Hr 二 10 
1 十 中 一 3 
解 之 ,可 得 和 一 10, 吧 一 2。 即 9 的 先 验 分 布 为 W(10,2)。 


3.4 无 信息 先 验 分 布 


只 叶 斯 统计 的 特点 就 在 于 利用 先 验 信 息 ( 经 验 与 历史 数据 ) 形 
成 先 验 分 布 ,参与 统计 推断 . 它 启 发 人 们 要 充分 挖掘 周围 的 各 种 信 
电 使 统计 推断 更 为 有 效 。 但 从 贝 叶 斯 统计 诞生 之 日 开始 就 伴 普 一 
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个 “没有 先 验 信息 可 利用 的 情况 下 ,如 何 确定 先 验 分 布 ?”" 的 问题 。 

出 于 届时 斯 方法 的 吸引 力 和 完善 丸 叶 斯 方法 的 愿望 ,不 少 统 
计 学 察 参 与 研究 了 这 个 问题 ,经 过 几 代 大 的 努力 ,至 今 已 提出 多 种 
无 信息 先 验 分 布 。 这 里 氢 述 其 主要 结果 。 

一 , 贝 叶 斯 假设 

所 谓 参 数 0 的 无 信息 先 验 分 在 是 指 除 参数 8 的 取 值 范围 @ 和 
9 在 总 体 分 布 中 的 地 位 之 外 ,再 也 不 包含 8 的 任何 信息 的 先 验 分 
布 。 有 人 把 “不 包含 8 的 任何 信息 ”这 句 话 理解 为 对 8 的 任何 可 能 
值 ,他 都 没有 偏 受 ,部 是 同样 雹 知 的 。 因 此 很 自然 地 把 8 的 取 值 范 
转 上 的 “ 均 名 ”分布 看 作 6 的 先 验 分 布 , 即 

| ec， EB 
"(0)= | 0, 9&0 (3. 9) 

其 中 8 是 0 的 取信 范围 ,c 是 一 个 容易 确定 的 常数 ,这 一 看 法 通常 
被 称 为 贝 叶 斯 假设 。 

中叶 斯 假设 有 其 合理 的 方面 。 壁 如 对 一 位 孕妇 将 期 有 一 个 男 
孩 或 一 个 女孩 的 概率 都 为 1/2, 这 样 的 均匀 先 验 显然 没有 提供 任 
何 信息 的 。-- 般 , 若 @= (2.…,2; 为 有 限 集 , 且 对 6 发 生 无 任何 信 
息 ,那么 很 自然 认为 其 上 的 均匀 分 布 

pt(8=68.)=1/n 

作为 ?的 先 验 分 右 是 合理 的 。 义 如 对 一 种 新 产品 的 市 场 点 有 率 9 
没有 任何 信息 场合 十 , 取 C0,1) 上 的 均匀 分 布 作为 其 先 葵 分 布 有 时 
也 是 合理 的 ,一 般 , 若 日 = (a,5) 为 有 限 区 间 , 且 对 其 内 任何 值 都 没 
有 偏爱 ,因此 用 区 间 (4a,6) 上 的 均匀 分 布 作为 6 的 先 验 分 布 也 是 恰 
当 表 达 了 对 8 的 一 种 认识 。 

使 用 贝 叶 斯 假设 也 会 遇 到 一 些 沫 烦 , 主 娄 是 以 下 二 个 . 

(1) 当 8 为 元 限 区 间 时 ,如 为 (0,c0) 或 (一 2,o0) 时 ,在 人 @ 上 无 
法 定义 一 个 正常 的 均匀 分 布 ,下 面 的 例子 具体 说 明和 甩 到 是 什么 样 
的 麻烦 。 

例 3.1§ 设 总 体 一 NG,1) ,其 中 9E (一 00,0o0) 一 B。 若 正 
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态 均 值 9 的 取信 无 任何 偏爱 的 话 , 那么 8 的 无 信息 先 验 应 是 
《一 32,00) 上 的 均 忽 分布 , 即 
TD 一 coco<O< co 


但 这 不 是 一 个 正常 的 概率 密度 函数 ,因为 | 可 用 它 
并 不 影响 后 验 分 布 的 计算 。 按 贝 叶 斯 公式 有 有 
| |r(0) dl 


Hf 以 看 出 ,所 得 的 后 验 密度 CN (zr,1) 的 密度 ) 是 一 个 王 常 的 概率 密 
度 。 且 < 的 选择 并 不 重要 。 以 后 常 选用 (0) 二 1。 若 卡 后 验 均 值 估 
计 4, 则 48 二 =x。 这 与 经 典 方法 的 结果 是 一 样 的 。 贝 叶 斯 统计 学 家 为 
了 把 这 种 不 正常 的 均匀 分 布 纳 入 先 验 分 布 行列 ,特地 给 出 如 下 的 
广义 先 验 分 布 概念 。 

定义 2.1 设 总 体 XX~f(zr|),8E8。 若 0 的 先 验 分 布 x(9) 
满足 下 列 条 件 ; 


i. "(0) 六 0, 且 | ,r(9)d8 5 


2. 由 此 决定 的 后 验 密度 x(8|x) 是 正常 的 密度 函数 ,出 称 x 
(9) 为 8 的 广义 先 验 密度 。 

例 2.15 中 给 出 的 <(8) 一 1 就 是 一 个 广义 先 验 分 布 。 它 是 一 个 
典型 的 无 信息 先 验 分 布 ,并 常 称 它 为 实数 集 R 上 的 均匀 密度 。 

(2) 贝 叶 斯 假设 不 满足 变换 下 的 不 变性 。 下面 的 例子 可 以 说 明 
这 个 问题 。 

例 3. 16 考虑 正 态 标准 差 nc, 它 的 参数 空间 是 (0,co) 。 若 定义 
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一 个 变换 

7 一 只 E (0,co) 
由»# 是 正 态 方差 。 在 (0,20) 上 ,7 与 o 是 一 对 一 变换 ,不 会 损失 信 
息 。 若 go 是 无 信息 参数 ,那么 7 也 是 无 信 息 参 数 , 旦 尼 们 的 参数 空 
周 都 是 C0,20) .没有 被 压 争 或 放大 。 按 由 叶 斯 假设 ,它们 的 无 信息 
先 验 分 布 应 都 为 常数 ,应 该 成 比例 ,可 是 接 概率 运算 法 则 并 不 是 这 


样 。 若 设 rc) 为 5 的 密 让 国 数 ,那么 ?的 密度 琐 数 为 
| 上 | 一 1 
7 (一 | 和 nV 7) 人 


过 此 ,车 8 的 无 信息 先 验 被 选 为 一 数 ,为 保持 数学 上 的 修 辑 推理 的 
- 敏 性 池 的 无 信息 先 验 应 与 人 2 成 比 列 。 这 与 由 叶 斯 假设 天 盾 ， 

从 这 个 例子 可 以 看 出 ,不 能 随意 设 定 一 个 常数 为 某 人 参数 的 先 
验 分 布 ,由 不 能 随意 使 用 内 叶 斯 假设 ,那么 什么 场合 可 使 用 丸 叶 斯 
假设 ? 什么 场合 不 能 使 用 贝 叶 斯 假设 ? 如 不 能 使 用 丸 叶 斯 假设 ,无 
信息 先 验 分 布 又 如 何人 确定 呢 ? 如 今 的 一 些 研 究 已 有 了 初步 电 答 ,下 

二 ,位 置 参数 的 无 信息 先 验 

Jeffrey (1961) 首 先 考 虑 这 类 问题 .车 要 考虑 参数 5 的 无 信息 
先 验 ,他 首先 要 知道 该 参数 8 在 总 体 分 布 中 的 地 位 , 壁 如 68 是 位 置 
参数 ,还 是 尺度 参数 ,根据 佐 数 在 分 布 的 地 位 选用 适当 变换 下 的 不 
变性 来 确定 其 无 信息 先 验 分 布 。 这 样 确定 先 验 分 布 的 方法 是 没有 
州 任何 先 验 信息 ,但 要 用 到 总 体 分 布 的 信息 .以 后 会 看 到 用 这 些 方 
法 确定 的 无 信息 先 验 分布 人 都 是 广义 先 验 。 

没 总 体 和 的 密度 具有 形式 p(x 一 站 ,其 样本 空间 xX 和 参数 衬 
间 皆 为 实数 集 R'。 这 类 密度 组 成 位 沁 参 数 族 。 0 称 为 位 置 参 数 , 方 
差 吧 已 知 时 的 正 态 分 布 NC(0,0) 就 是 其 成 员 之 一 。 现 要 导出 这 种 
场合 下 9 的 元 信息 先 验 分 布 。 

设想 让 和 移动 -个 其 ec 得 到了 ==X 十 ce, 同 时 让 参数 0 也 移动 
一 个 量 c 得 到 ?一 8 十 c, 显然 了 有 密度 训 (y 一 人 )。 它 仍 是 位 置 参数 
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族 的 成 员 , 且 其 样本 空间 与 参数 空间 仍 为 R。 所 以 人 ,9) 问 题 与 
(Y ,7) 问 题 的 统计 结构 完全 相同 ,因此 8 与 ?应 是 有 相同 的 无 信息 
先 验 分 布 。 即 
Crz) 一 区 (Tr) C3. 10) 
其 中 zx*"(，) 为 ?的 无 信息 先 验 分 布 , 另 一 方面 ,由 变换 ?一 9 十 c 可 
以 算得 7 的 无 信息 先 验 分 布 为 
T (7) 一 | 名 [x)=nty—e) {3,11) 
其 中 4d6/dy 二 1, 比 较 (3.10) 和 (3.11) 可 得 
A(F)—=AN—c) 
取 ?一 c, 则 有 
rc) 一 r(0) 一 常数 
由 于 < 的 任意 性 , 故 得 8 的 无 信息 先 验 分 布 为 
x(8)=1 (3.12) 
这 标明 , 当 8 为 位 置 参 数 时 ,其 先 验 分 布 可 用 愉 吁 斯 假设 作为 无 信 
息 先 验 分 布 。 
例 3.17 设 席 ，… ,zs 是 米 自 正 态 总 体 N(9,0) 的 一 个 样本 ， 
其 中 已 知 。 其 充分 统计 其 式 的 分 布 为 NC(8,o*/n)。 即 
户 ( 去 198)Ocexp | —nts— 20} 
关于 8 没有 任何 先 验 信息 可 利用 时 ,为 估计 8 只 能 采用 万 信息 完 
x(0)=1 
利用 员 叶 斯 公式 ,很 容易 看 到 ,在 给 定 区 后 ,0 的 后 验 分 布 为 N (Ez， 
cj。 这 标明 :0 的 后 验 期 望 估计 Ge 二 不 ,后 验方 着 为 o?/n ,标准 差 
为 =/ 元。 这 些 结果 与 经 典 统计 中 常用 结果 在 形式 上 是 完全 一 笠 
的 | 
这 种 现象 以 后 会 常 遇 到 。 这 里 只 是 第 一 个 例 : 扩 。 这 种 现象 被 
页 叶 斯 学 派 解 释 为 ,经 典 统计 学 中 一 些 成 功 的 估计 量 是 叮 以 看 作 
使 用 合理 的 元 信息 先 验 的 结果 . 当 使 用 合理 的 有 信息 先 验 时 ,可 以 
99 


于 发 出 更 好 的 贝 吁 斯 估计 。 无 信息 先 验 的 开发 和 使 用 是 由 叶 斯 统 
计 中 最 成 功 的 结果 之 - -。 

例 3.18 设 xw 是 从 正念 总 体 N(9,5) 抽 取 的 容量 为 1 的 样 
信 , 其 中 司 己 知 ,0 未知, 但 知 其 为 上 , 则 9->0 在 这 种 场合 子 找 0 
的 估计 在 经 典 统计 中 是 难于 处 理 的 . 可 在 页 叶 斯 统计 中 对 阵 加 约 
- 束 条 件 的 人 千 计 问题 容易 处 理 。 在 这 里 若 取 如 下 无 信息 先 验 分 布 

x(0) = 70,.,C0) 
就 可 得 到 后 验 密度 
i exp{ (8 -227203170 (0O) 

| exp{— (0 — x)*/20:}d0 
著 取 后 验 均 值 作为 6 的 估计 , 则 


| eexp{ 一 (0 — zx/20 a0 
be = EOIx) = 则 - es 
| exp{— (0 一 工 )272o2 lc 

利用 变换 ?一 (9--x)/o, 可 得 


| (cy 十 re ody 


六 三 


上 ac 
(2z) 12oexp{ 一 /262) 
1 一 下 (一 工 /0) 
其 中 由，) 为 标准 正 态 分 布 函数 。2 的 这 个 估计 既 简 单 , 又 便 
于 应 用 。 句 如 设 go 1 在 工 二 0， 5 , 罗 


二 让 十 


了 —1:2 At 
P+ 0 人.0090 
车 x 二 一 0.5, 则 
一 172 ， 
六 0.5 上 CD exp( 一 1/8: 0 -0.3520_ ii 
E 5 十 1— Deo0. 5) 0 5 十 0 3085 0,6419 


无 论 观察 值 xz 为 正 或 为 仙 , 参 数 8 的 后 验 期 望 估计 总 为 正 。 这 是 符 
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合 要 求 的 。 

三 .尺度 参数 的 无 信息 先 验 

设 总 体 X 的 守 度 本 数 具有 形式 | 二 ,其 中 称 为 尺度 
数 ,参数 空间 为 R+ = (0,co)。 这 类 密度 的 全 体 称 为 尺度 参数 族 ， 
正 态 分 布 NC0,0:) 和 和 形状 参数 已 知 的 仙 玛 分 布 都 是 这 个 分 布 族 的 
成 员 。 现 要 导出 这 种 场合 下 参数 o 的 无 信息 先 验 。 

设想 让 X 改变 比例 尺 , 即 得 了 二 eX(c 沁 0)。 类 侯 地 定义 7 二 
ca, 即 让 参数 “同步 变化 ,不 准 算 出 了 的 密度 函数 为 方 p| 立 | 仍 必 
尺度 参数 族 。 则 车 的 样本 空间 为 R', 则 Y 的 样本 空 RG 
车 六 的 样本 空间 为 R', 则 Y 的 样本 空间 也 为 R+ 。 此 外 o 的 参数 
空间 与 7 的 参数 空间 都 为 RT, 可见 (X,o) 问 题 与 (y,7) 问 题 的 统 
计 结构 完全 相同 , 故 a 的 无 信息 先 验 x(o) 与 7 的 无 信息 先 验 x 
( 罗 应 相同 , 即 


r(r) 一 T(z) (C319) 
另 一 方面 ,由 变换 ?一 ca 可 以 得 ? 的 无 信息 先 验 

| 卫 | (3.14) 
比较 (3.13) 和 (3,14) 可 得 

(有 一 二 区 了 | 
取 ?一 c, 则 有 

zc) 一 二 x(1) 
为 方便 计 , 令 xG) 一 1, 可 得 = 的 无 信息 先 验 为 

x(o) 一 aiya>>0 《3. 15) 


这 仍 是 一 个 不 正常 先 验 
例 3.19 设 科 服从 指数 分 布 ， 其 密度 函数 为 
Plrlo)=a lexp{—x/o) ,rz>0 


其 中 o 是 尺度 参数 。 阁 zx,…，,z 是 来 自 该 措 数 分 布 的 一 个 样本 ,o 
的 先 验 取 无 信息 先 验 (3. 15), 则 在 样本 x 一 (zz 给 定 下 ,5 
的 后 验 密 度 函 数 为 


rlalx)oc=o ™! Dexp1 一 2 ,0>>0 
3 i=1 


这 是 倒 仇 玛 分 布 [Gan, >)z), 它 的 后 验 均值 ECc|z) 一 Sr/ tn 
一 ])。 这 就 是 o 的 后 验 期 望 估计 , 它 的 后 验方 差 为 Var(o|x) = 


C2 zs/ 一 1 )2(z 一 2) 。 

四 .用 Fisher 信息 阵 确定 无 信息 先 验 

Jeffreys (1961) 还 提出 确定 无 信息 先 验 更 一 般 方 法 。 由 干 推理 
涉及 到 恋 换 群 和 Harr 测度 知识 ,这 里 仅 给 出 最 后 结果 六 其 计算 步 
邓 。 

设 *= Cri…zr) 是 来 自 密度 郴 数 p(zr19) 的 -一 个 样本 .这 里 6 
一 0) 是 尺 维 参数 向 量 . 在 对 9 无 先 验 信 息 可 用 时 ,Jeffreys 
用 Fisher 信息 阵 的 平方 根 作 为 6 的 无 信息 分 布 。 这 样 的 无 信息 先 
验 常 称 为 Jeffreys 先 验 。 其 寻求 步 台 如 下 : 

(1) 写 出 样本 的 对 数 似 然 函 数 


L208|x) 上 一 in[ LL plx:10)] i Dlnp lr) 
i= i=! 
《2) 求 样本 的 信息 阵 
Fi 
= or 
其 中 zy 7 一 ] ,2 > 轧 。 在 单 参数 (一 1 时 > 场合， 
ol 1 
1(0)=E "| 一 一 
《3)9 的 无 信息 先 验 密度 为 
7{0)=[detT (8) | (3. 16) 


其 中 det7(9) 表 示 p Xp 阶 信息 阵 1(0) 的 行列 式 。 在 单 参数 场 全 
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(2) 一 [7C2) 1]? 《3. 17) 
下 面 是 一 些 寻求 Jeffreys 先 验 的 例子 ， 
例 3.20 没 了 一 zyzar wz) 服从 才 项 分 布 ， 


忆 ( 蚌 一 天 ) 一 < 的 名 0 ,tS0, Dx 一半 
i=| 


其 中 c=n!t / (xl zl zn) ,020, 和 0 一 1 现 要 寻求 (9,,…， 
0,) 的 无 信息 先 验 分 布 。 
首先 写 出 对 数 似 然 函数 
{= SY ln8, + lne 
1 a 
= Zz no Srln(l — D0) 十 Inc 
i=1 i 


i=] . 


然后 计算 Fisher 信息 阵 的 每 个 元 素 


加 = 一 其 一 作 ,i=1,2,.…m 一 1 
了 i 1… m1 ji 
5| -学 i 


故 
nl(@ THO) nal nO! 
nx (的 1 二 2) na! 
del1 (8) = 可 呈 本 by oe (G02) i 
nb Cb, 
从 而 (如 ,0,,… ,0%) 的 Jeffreys 先 验 为 
(Op ,Oa) OCCO O20 Oa ) 1 
例 3.21 设 x= Cryzca yzo) 是 来 自 正 态 分 布 RNCzse2) 的 
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一 个 样本 。 现 求 参 数 向 量 (u,a) 的 Jeffreys 先 验 。 
容易 写 出 其 对 数 似 然 晒 数 


1 1 ~ 
Lp 二 六 jn(27) no 一 26 > (xi— 4)’ 


其 Fisher 信息 阵 为 
pe Ft | i/ Fi 1 1 2 
| El ~ dud0 | 2 0 
ZI) 一 ， ， ， rt 
| 一 总 和 | 如 一 站 | 0 2 
Au! 3 


detl{(py.9)—=2nc 4 | 
所 以 《po0) 的 Jeffreys 先 验 为 
nr(pio0) ca 


它 的 几 个 特例 是 : 


《1) 当 ec 已 知 时 ,7TCa) 一 至 A ) = 地 , 存 z() 二 1 ,ER!. 


Az) 
(2) 当 jp 已 知 时 ,7(o) 二 E| -总 一 侣 , 故 x(0)=1/o,o€ER 
C3) 当 与 og 独立 时 ,x(j0) 二 1]/o ,nwER TI,oER， 

可 见 Jeffreys 先 验 慰 明 :wz 与 5 的 无 信息 先 验 分 布 是 不 独 工 

的 。 在 (prsa)? 的 里 侣 无 售 息 先 验 分 布 的 两 种 形式 Co 与 x:) 中 ， 

Jeffreys 最 终 推 荐 的 是 ztpso)= lo, 从 实际 的 使 用 情况 看 , 洛 数 

人 采用 Jeffreys 的 最 终 推荐 。 

例 3.22 设 9 为 成 功 概 率 , 则 在 nn 次 独立 试验 中 成 功 次 数 六 

服从 一 -项 分 布 , 即 


P(X=x)= | “jgG 一 0 一 0 
pe 1 
其 对 数 似 然 函 数 为 
i=xln8+ (xn— zx)lnt] 一 90)+in| | 


天 
| 
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Fl A 
8 (1—8): 


f Ft) n 
1(0)=E| = Se 
所 以 ,在 二 项 介 布 场合 ,成 功 概率 9 的 Jeffreys 先 验 为 
x(O)CO E10-#,0€ {0,1) 
关于 成 功 概 率 的 无 信息 分 布 ,不 少 统计 学 家 从 各 圳 角度 探讨 ,至 
今 已 有 如 下 四 种 。 


rm(0)=1 Bayes(1763) 和 Laplace(1812) 采 用 过 
X00) 二 O01(1 一 和)! 一 一 Novick 和 all(1965) 导 出 
ri0) =0 0 Jeffreys(1968) 导 出 
XD) = 0 -…Zellner (1977) 导 出 


所 有 这 四 种 无 信息 先 验 都 是 合理 的 ,因为 它们 各 自从 一 个 侧 而 提 
出 自己 的 合理 要 求 , 然 后 再 推导 出 来 的 。 其 中 x; 是 不 正常 密度 ,而 
xl 是 正常 帘 度 ,而 xs, 经 过 正则 化 后 可 成 为 正常 密度 。 

一 般 说 来 ,无 信息 先 验 不 是 唯一 的 ,但 它们 对 员 叶 斯 统计 推断 
的 结果 的 影响 都 是 很 小 的 ,很 少 对 结果 产生 较 大 影响 。 所 以 任何 无 
信息 先 验 分 布 都 可 以 采用 。 当今 无 论 在 统计 理论 研究 中 和 应 用 研 
究 中 ， i es 连 经 典 统计 学 者 也 认为 无 信息 先 
验 是 “客观 ?的 ,可 以 接受 的 ,这 也 是 近 几 十 年 中 贝 叶 斯 学 派 研究 中 
最 成 功 的 部 分 ， 


33.5 多 层 先 验 


一 ,多 层 先 验 
当 所 给 先 验 分 布 中 超 参 数 难于 确定 时 ,可 以 对 超 参数 再 给 出 
一 个 先 验 ,第 二 个 先 验 成 为 超 先 验 . 由 先 验 和 超 先 验 决定 的 一 个 新 
先 验 就 称 为 多 层 先 验 。 下 面 的 例子 可 以 帮助 我 们 理解 多 层 先 验 的 
想法 和 做 法 。 
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3.23 设 对 某 产品 的 不 合格 品 率 了 解 甚 少 ,只 知道 它 比 
较 小 。 现 需 确定 6 的 先 验 分 布 。 决 策 人 经 过 反复 思考 ,最 五 把 他 引 
ee ,他 的 叫 路 是 这 样 的 ， 

C1) 开始 他 用 区 间 C0,1) 上 的 均 义 分 布 上 C0,1) 作 为 8 的 先 验 
分 布 。 

(2) 后 来 觉得 不 爱 , 因 为 此 产品 的 不 合格 品 率 8 比较 小 ,不 会 
超过 0. 5, 于 是 他 改 用 区 间 (9,0.5) 上 的 均匀 分布.00,0.5) 作 为 8 
的 先 验 分 布 。 

(3) 在 一 次 业务 会 上 ,不 少 人 对 上 限 0.5 提出 各 种 意见 ,有 有 人间: 

Wt en ee 0.4 呢 ?” 他 讲 不 清楚 ,有 人 建议 :“ 上 限 很 可 能 
是 0.1”, 他 也 无 把 握 , 但 这 些 同 题 促使 他 思考 ,最 后 他 把 自己 节 思 味 
理 顺 了 ,提出 如 下 看 法 :2 的 先 验 为 (0,) ,其 中 4 是 超 参 数 ,要 确切 地 
定 出 4 是 困难 的 ,但 预示 它 的 区 间 到 是 有 把 握 的 ,根据 大 家 的 建议 ,他 
认为 人 是 在 区 间 (0. 1,0. 5) 上 的 均匀 分 布 U(0.1,0.5)。 这 后 一 个 分 
布 称 为 超 先 验 。 决 策 人 的 这 种 归纳 关 得 大 家 的 赞许 。 

(4) 最 后 决定 的 先 验 是 什么 呢 ? 根据 决策 人 的 归纳 ,可 以 述 为 
如 下 二 点 : 

a.8 的 先 验 为 Tm.(91W) = (0,A)。 

bp.4 的 超 先 验 为 xs() 二 UU (0. 1,0.5)。 

于 是 用 边缘 分 布 计算 公式 ,可 得 9 的 先 验 为 


a [xO lV aa 
其 中 A 是 起 参数 A 人 在 这 个 例子 中 


x(0) 一 | A 27oon(C2)dAX 
其 中 7(9) 王 1;: 当 9 4; 否 则 7 人 9 一 0。 分 几 种 情况 计算 上 述 积分 。 
当 0900,1 
RC i iidA = 2. 5ln5 = 4. 0236 


当 0. 1 所 4 之 0. 5 » 
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0.5 
r(b) = 2.5 | id = 2.5[ln(0.5) 一 ln(6)] 
一 一 1.7329 一 2. 5ln8 
当 0.5<0 时,r(6) 一 0。 


综合 上 述 , 最 后 得 到 的 多 层 先 验 见 (图 3. 5) 为 ， 


4.0236, 0<8<20.1 
Ax(0)=4—1,7329—2.5In8, 0. ] 委 0<0.5 
0， 0. 5<0<1 


图 3. 5 8 的 多 层 先 验 。 
这 是 一 个 正常 先 验 , 凤 为 
| xc)a 一 | 023698 十 | =- ].7329 一 2. SlIn8 la8 


= 4.0236 X0.1 一 1.7329X0.4 一 2.5Lbnt 一 咏 ji 
一 0.4024 一 0.6832 十 1. 2908 
一 1 
从 上 述 例子 可 以 看 出 一 般 多 层 先 验 的 确定 方法 ; 
首先 对 未 知 参 数 8 给 出 一 个 形式 已 知 的 密度 函数 作为 先 验 分 
布 , 即 9 一 xi(9|2) ,其 中 4 是 超 参 数 ,A 是 其 取 值 范围 。 
第 … 步 旦 对 超 参 数 4 再 给 个 超 参 数 x (2%)。 
由 此 可 得 多 层 先 验 的 一 般 表 现形 式 


二 二 二 | DamaCDd (3.18) 


而 任 :… 个 岁 叶 斯 分 析 都 是 对 x(9) 进 行 的 。 

应 该 说 明 ,在 埋 论 上 并 没有 限制 多 层 先 验 只 分 二 步 , 可 以 是 
步 或 更 多 步 , 但 在 实际 应 用 中 多 于 二 步 的 先 验 是 罕见 的 .对 第 二 步 
先 验 rz 用 主观 概率 或 用 历史 数据 给 出 是 有 困难 的 ,因为 和 常 是 
不 能 观察 的 ,甚至 连 间 接 观察 都 是 难于 进行 的 ,很 多 人 用 无 信息 作 
为 第 二 步 先 验 是 一 种 好 的 策略 .因为 第 - 步 先 验 即 使 决定 错 了 ,而 
导致 错误 结果 的 危险 性 更 小 一 些 ,相对 来 说 ,第 - 步 先 验 更 为 重要 
此 


多 居 先 验 常 常 是 在 这 样 一 种 场合 使 用 , 当 步 给 出 先 验 r(28)》 
没有 拒 握 时 , 那 用 二 步 先 验 变 比 硬 用 - 步 先 验 所 冒 风险 要 小 一 些 。 

例 3.24 设 有 m 位 优 表 学 生 参 加 智力 测验 ,第 i 位 学 生 的 考 
分 X; 可 看 作 来 自 正 态 分 布 N (68, 呈 ) 的 一 个 样本 。 共 中 0 是 第 i 位 
学 生 的 能 力 .方差 5 是 已 知 的 。 这 个 说 明 对 i 二 1,2,…,m 部 适 用 ， 
也 就 是 说 ,zi,… ,zx 是 来 白 方差 相同 ,均值 (能 力 ) 各 不 相同 的 一 
个 正 态 举 本 。 现 要 寻求 关 位 学 生 的 能 力 外 ,9,，,… ,8 的 联合 先 验 
分 布 。 下 面 用 多 层 先 验方 法 给 出 它 。 

按 经 验 ,这 m 位 优秀 学 生 的 能 力 9 一 (8 ，… ,bo) 可 以 看 作 是 来 日 
某 个 止 态 分 布 RN (pr,a5) 的 一 个 样本 。 因 此 第 一 层 先 验 训 选 为 


1 J b>, 
页 (0 A) es eX | 2 (0. Pr | 
; | C YY 27 oi)™ f 3h ™1 


其 中 2= (soi) 是 二 个 超 参 数 。 对 超 参 数 jr 依 过 去 经 验 是 100, 即 
pu 一 100, 而 要 确定 a 具体 值 无 多 大 把 握 ,能 说 一 个 大 概 。 真 实 能 
力 的 方差 a 服从 倒 匣 玛 分 布 TGa (a, ,该 分 布 均值 为 200, 方 差 
为 100, 由 倒 侧 玛 分 布 的 均值 与 方差 可 以 列 出 抢 的 方程 。 


2 
=200 

MY 
1 


解 之 可 得 ,a 二 6,4 一 1000, 丁 是 可 写 出 第 二 层 先 验 
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Xs az) 一 Fy care 107 >0 


T(6) (Ka 
综合 上 述 二 层 先 验 ,可 得 8 的 先 验 为 
x(8) = | “CO lo Co dos 
D 


NE 1 
-| pp 5 之 (9 100)*| 


10's 
120 {02)7 


了 013 
= (ox eb 5 


| ooo 十 2 一 100)? | ja 


ros 
e lonN /or do 


dd 
on IT(6 To) 
zz 1 ST/ 
Ue | 1000 十 2 2 100)? | 


Re l2+m 


~ TT(6) (20007)™ eb a 人 一 100) | 


是 什么 分 布 呢 ? - 般 的 闫 维 上 分 布 的 密度 函数 为 
Qu 十 7 
gs 有 (一 ) 
/crlevms 27)= 二 [1 十 
(det 之 Corn ) 


Lp 2 pT 


其 中 参数 a 是 其 自由 度 , 向 量 /为 位 署 参数 向 量 , 氮 阵 之 /是 其 尺 
度 矩 阵 。 并 且 xE Rnr,a>0wERm, 之 ) 是 户 X 户 阶 正定 矩阵 。 对 照 
上 述 产 维 :分布 , 可 以 看 出 ,这 里 所 得 到 的 先 验 密度 x(9) 是 = 
12, p=(100,1*,100)' ,22 一 | 907 的 加 维 :分 布 的 密度 函数 。 


这 种 先 验 分 布 要 一 步 依据 主观 信念 和 历史 数据 确定 都 是 很 困难 
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的 , 甚 全 很 难 想 到 。 多 层 先 验 的 这 个 优点 特别 明显 。 

二 、 多 层 模 型 

有 些 统计 问题 中 常 有 多 个 参数 需要 估计 , 壁 如 在 心脏 手术 的 成 切 
松 率 的 研究 中 ,第 j 个 医院 的 病人 成 活 率 记 为 0,j 二 1,… ,J。 如今 已 
积累 一 批 数 据 , 要 求 对 81,,… ,9 作出 估计 ,由 于 诸 话 院 经 第 通过 务 种 
途径 在 交流 手术 上 成 功 与 失败 的 经 验 与 教 溃 , 故 外 之 问 不 是 没有 关系 ， 
但 各 医院 的 心脏 手术 总 足 独 立地 在 进行 的 。 所 以 把 如 …8; 看 作 是 来 
自 某 个 共同 的 分 布 rx(818) 是 合适 的 。 其 中 # 是 超人 参数 , 按 多 民 先 验方 
法 ,对 起 参数 上 $5 再 给 出 一 个 先 验 zt; (办 , 邮 可 对 8 作出 估计 ,可 奸 今 要 
对 多 参数 0 ,… ,2 作出 估计 ,问题 就 变 得 复杂 了 ,下 面 我 们 从 -个 实 
际 问 题 (Gelman(1995)) 开 始 来 讨论 这 个 问题 。 

例 3.25 在 试验 室 条 件 下 研究 F344 型 老鼠 得 肿瘤 的 概率 ， 
最 近 一 次 试验 结果 是 :14 只 老鼠 中 有 4 只 得 神 痛 。 若 记 z 为 n 只 
老鼠 中 得 肿瘤 的 个 数 , 则 = 服从 二 项 分 布 b5ln,0), 其 中 8 为 老鼠 得 
肿瘤 的 概率 , 即 

rz~ plr|l) 一 产 (2 
在 这 种 场合 , 常 选 用 8 的 共 轿 先 验 分 布 Be(Ca,B8), 记 为 
2 一 rtgla8) 一 BekCa,Pp) 
其 中 ,a,8 就 是 超 参 数 , 下 面 我 们 来 讨论 超 参数 ,a,8 的 给 定 问 题 。 
表 3. 4 F344 型 老鼠 得 镍 瘤 的 试验 数据 
《第 了 次 试验 中 的 老鼠 数 为 mm, 得 肿瘤 数 为 zj; 沁 为 zz/n,) 


0720 0720 0r20 0720 0/20 O20 0720 0719 0719 0719 
Qf/19 0718 0/18 0/17 1/20 1/20 1720 1/20 1719 1/19 
1718 1/18 2/25 2/24 2/23 2/20 2/20 2/20 2/20 2/20 
a/20 1/10 5/49 2/19 5/46 3/27 2/17 7/49 7/47 3720 
3/20 2/13 9/48 10/50 4/20 4/20 4/2C 4/20 4/20 4/20 
4/20 10/48 4/19 4/19 4/19 5722 11/46 12/49 5/20 5S/20 

6/23 SA/l9 6€/22 6/20 6/20 6/20 16/52 15/47 15/46 9721 
现在 数据 (1 组 ) 
4714 
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按照 一 般 的 处 叶 斯 方法 ,在 已 确定 先 验 分 布 形式 ,只 要 利用 
70 组 历史 数据 确 涉 二 个 超 参 数 a 与 8 即 可 , 喜 如 , 接 8 3.2，: 给 
出 的 方法 ,由 70 组 历史 数据 可 分 别 算 得 70 个 得 病 率 的 估计 值 ,9 
一 xj/njyI 一 1，… ,70, 还 容易 算得 
70 个 8 的 均值 为 0. 136 
70 个 8 的 标准 差 为 0.103 


由 知 得 知 
人 六 AR 
24B -EO)—0.136 
a+B— ll =10. 076 
由 此 可 得 


4a 一 (Ca 十 DEC 一 1. 3703=1.4 
B 一 (Ce 十 PK1 一 E(8)) 一 8.6056 二 8.6 
于 是 在 给 定 (zyzn) 一 (14,4) 的 条 件 下 ,9 的 后 验 分 布 , 后 验 均 依 
与 后 验 标 准 差分 别 为 
817z7m 一 Be(Ca 十 zl 8 十 2 一 呈 e(5.4,18.6) 
太一 0.225 
妃 的 标准 差 为 0. 083。 
这 个 包 要 低 于 频 举 4/14 二 0. 286 ,这 说 明 最 近 一 次 试验 老鼠 得 病 
以 上 分 析 是 在 假设 “所 ,… ,2 和 5 是 来 自 同 一 总 体 ? 下 进行 
的 ,假如 负 ,…b 来 自 试验 室 4 ,而 2 来 自 试 验 室 B; 或 者 71 个 8 
来 自 和 更 多 个 试验 室 , 邳 末 上 述 假设 就 不 当 了 ,假如 利用 这 个 确定 的 
先 验 分 布 Be(1.4,8.6) 大 估计 身 ,… 9， 那 也 是 不 当 的 ,因为 诸 xz: 
和 六 将 天 次 被 使 用 ,如 今 我 们 要 估计 71 个 参数 ,4，…,2 就 不 能 
用 这 个 假设 ,而 假设 :第 j i is 窗 的 老鼠 数 r 服从 项 
分 布 btn;,9;), 邮 
Ti~ prilo)=bn0) j=1,*… ,I,J=71 
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谭 诸 0; 相互 独立 ,具有 同一 公共 分 布 Be(e,p) , 即 
be,B) 一 Be(a8)， 7 一 1 一 71 

上 述 假设 可 用 图 3., 6a 上 的 多 层 模 型 结构 表示 ,而 以 打假 设 可 用 图 

3- 65 上 的 单 层 模型 表示 。 


Mi 
上 | AN 


对 多 层 模 型 要 用 到 多 层 先 验 ,接着 就 要 对 超 参 数 a,8 给 出 第 
二 层 先 验 ma:p8) 一 般 常 指定 一 个 无 信息 先 验 分 布 作为 ma, 这 芭 
映 了 我 们 对 a 与 8 无 任何 先 验 信息 可 用 ,但 我 们 总 要 选 这 样 的 无 信 
息 先 验 ra(a,B) ,使 得 超 参数 (a,P) 的 后 验 分 布 xCa,B1x) 在 x 给 定 下 
是 一 个 正常 分 布 ,这 一 合理 要 求 对 x;(x,B) 意 味 着 什么 呢 ? 下面 来 分 
析 这 一 间 题 ,为 此 我 们 先 沁 
X= rT) POO, 07) . 
(1) 写 出 参数 8 和 超 参 数 (a,8) 的 联合 后 验 密度 ,由 页 计 斯 害 
理 可 知 ， 
nba,8|x)ocplr|) mla, Bxata, pb). 
在 我 们 的 问题 中 


J J 
plxl9) = pes,l0)) ee [josa — 8,)" 
LL 2 


本 工 (e 十 B) 
i Ta TB) 


J 
m0la,B)=| la ca,8)= BC1 一 0 
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(2) 在 给 定 超 参 数 (a;B) 下 , 写 出 8 的 条 件 后 验 密度 ,由 贝 叶 斯 
定理 可 知 


J 
(Bl| ‘a Bx) = | | xe, la, 8,z2) 


J 
=] | pz,l0 a(0, la, B) 


A TlatpBtn) o+zi 1 B1mi-zi 一 1 
-| pe rai a "(1-0 


其 中 mo; |x, 2 是 (第 一 层 ) 的 后 验 分 布 Belat zr: ;PB 二 nj 一 Tj) 
《3) 罕 出 超 参 数 (a,p8) 的 边缘 后 验 分 布 xta,B1x)。 这 可 用 积分 
完成 , 即 
rla,P|x) 一 jC0,a, Blx)de 


但 在 很 多 场合 下 可 对 (1) 与 (2) 用 代数 运算 实现 ,因为 
reay8Iz) 一 zela,9,xz)rCay Blz) 
所 以 
_ a(0,as Blx) 

eaiplr)= 700la, pax) 
i a 
Tlatpy Tlatri)T (B+nj— i) 
Ta)I (2) TClat+ Bn;) 


nla,B|x)cn, (as plT 


(3. 19) 

此 式 已 不 能 再 简化 了 ,但 对 任 一 指定 (ce, 有 的 值 可 用 分 玛 函 数 进 行 
数值 计算 

从 上 面 三 步 分 析 可 见 ,我 们 应 这 样 选择 超 参数 (oa,B) 的 无 信息 

先 验 ,使 得 用 (3.19) 算 得 的 后 验 密度 x(a,8|x) 是 正常 密度 。 为 了 

回避 检查 后 验 密度 (3, 19) 可 积 性 带 来 数学 上 的 困难 ,我 们 可 选 超 

先 验 分 布 xzCa,8) 是 正常 密度 。 出 于 对 (a,8) 无 任何 先 验 信息 可 

用 ,这 一 想法 很 难 实现 . 另 一 个 想法 是 选择 一 个 平坦 的 超 先 验 密度 

x2tasP) ;然后 用 数值 方法 (如 用 格子 点 计算 ) 计 算 后 验 密度 (3.19) 
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的 等 高 线 , 观 其 是 否 有 趋向 无 穷人 的 可 能 ,者 有 此 可 能 ,所 选 x; 不 
可 用 , 若 无 此 可 能 ,大 多 可 以 试用 ,数值 计算 表明 , 若 (e,p8) 的 超 先 
验 分 布 选 为 


xzkayByccl 或 <| 二 5,e+ajcal 


后 验 密 度 (3. 19) 的 等 高 线 都 有 趋 于 无 穷 大 的 现象 出 现 , 故 这 二 种 
超 先 验 不 咱 用 。 我 们 只 能 用 这 种 尝试 的 方法 寻求 x: (a,8)。 

人 家 知道 ,a 与 8 站 贝塔 分 布 的 一 个 独立 参数 ,而 由 塔 分 布 的 
均值 a/ Ca 十 有 总 在 0 与 1 之 间 。 另 一 方面 a 十 B 常 被 看 作 试验 前 
的 “样本 容量 ”, 它 大 于 1 是 可 以 被 认可 的 ,因为 当 a 十 8<<1 时 , 必 
有 a<1l 和 8<1, 从 而 谱 9 的 先 验 密度 呈 忆 形状 。 这 表明 诸 0; 不 
是 接近 于 0, 就 趾 接 近 于 1。 这 是 不 符合 71 组 试验 结果 的 ,由 此 可 
以 认为 


CS 一 | zs (ep 
在 正方 形 (0,1) xX (0,1) 上 均匀 分 布 .在 无 信息 可 用 场合 ,不 能 不 说 
这 是 一 合理 想法 ,计算 此 变换 的 雅 可 比 


Dlsst) _ 1 —5/2 
Dlasp) 2 (atp) 
十 是 由 rtyyi)ccl, 可 推 得 
Takayp)oc at ps (3, 20) 


为 了 以 后 计算 和 画 等 高 线 图 方便 ,再 作 一 次 参数 变换 。 令 
(az yy) 一 | log 万 ,log (a BY 
由 于 这 个 变换 的 雅 可 比 为 


DG) 1 
D(la,PB) cp 


故 由 (3.20) 可 得 (u,v) 的 不 正常 的 先 验 


Ws, 
rus) = Pe ra BccaB(atB) rr 


或 者 说 ,log 与 log (a 十 8) 的 联合 先 验 为 
| log ,log {ap) ocaB(at+ BY 

若 对 (3.19) 二 过 都 分 别 乘 以 上 上述 雅 可 比 ,rzCa,23) 用 (3.20) ,就 可 
立即 得 到 在 给 定 x 下 ,log 与 log (a 十 B) 的 条 件 边 际 密度 x (log 
三 ,tog(e 十 Pa) 

在 矩形 (一 2.3, 一 1.3)Xx(1,5) 上 画 出 以 0.05 为 距离 的 格子 
点 ,让 | log 号 ,log(e 十 Dj 在 这 些 格 子 点 上 取 值 ,再 用 伽 玛 函 数 即 
可 算得 条 件 边际 密度 r| log logtatB) || 在 这 些 格子 点 上 到 
值 ,计算 结 朵 表明 , 没 出 现 趋 于 无 穷 大 的 现象 ,而 所 画 出 的 等 高 线 


图 ( 见 医 3.7? 近 似 对 称 。 
从 图 3.7 可 看 出 ,边际 后 验 密 度 的 中 心 位 于 


(log 号 ,logce+DD| 一 (一 1.8,2.8) 


logfc+HO) 


] 
-22 -20 18-16-L4 
二 0 
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3.7 miog Blog(atp) ix) 等 高 线 图 


利用 道 变换 ,可 以 定 出 要 应 的 we 与 Bo 为 
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《ao 有 一 (2.3，14. 1) 
利用 格 池 点 的 值 还 可 算得 后 验 窍 , 壁 如 
Etalx) 的 估计 值 汐 2 ar| log "log (at PB) | zx | 
log 得,logde 十 有 
最 后 结果 为 
Elalx)=2.4, ECBIx)=14.3 
它们 离 中 心 点 (ao ,8o) 很 近 。 
elo 


1 
-2.2 ~2.0 -1.8 -1.6 -1.4 
— log 


万 
图 3.8 从 (og 三 ,log(a 十 B)|z) 抽 1000 个 样本 


最 后 ,我 们 来 获得 外, 的 点 估计 (中 位 数 ) 与 区 间 估 计 ， 
这 里 只 能 用 随机 模拟 方法 。 
具体 步 双 如 下 。 


(1) 从 边际 后 验 分 布 | log 与 log(e+B)ix| 随机 抽取 1000 
个 样本 点 ,如 图 3. 8 所 示 , 记 为 (wi,0) ,1 二 1,…,1000。 


C2) 利用 变换 (4,0) 一 | log 各 ,logCa 十 B) | 可 得 
EY er 
1+e”’ P= 
可 得 1000 个 (Ca,B) 的 值 , 记 为 Ca,Bi) ,7 二 1,… ,1000。 
《3) 对 每 对 (@,Bi) 可 队 条 件 后 验 分 布 
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Oa Bx Belatt rs Binj;— ri) "7 一 ] ns 
抽取 随机 样本 9? (0 ,29 ) 4 对 1=:] 1000 重复 上 述 计 算 o 
bg0 OD 09 
他 2 eh a 0 
On 0 ee OY 
Or Ot ee O900%0) 
(4) 对 每 个 9, 的 1000 个 样 木 0202 0500 从 小 到 大 排序 ， 
了 寻求 中 位 数 ,2.5 多 分 位 数 ,97.5 儿 分 位 数 。 
其 中 中 位 数 就 是 诸 8; 的 见 叶 斯 估计 ,二 个 分 位 数 就 组 成 诸 0, 的 
95 儿 可 信 区 间 。 
《5) 画 图 , 横 坐 标 是 诸 8; 的 频率 估计 值 zym, 纵 坐 慰 是 各 种 分 
位 数 ,然后 把 2.5 多 分 位 数 与 97. 5% 分 位 数 联 成 直 弘 ,表示 9; 的 
可 信 区 同 , 详 见 图 3.9。 


00 0l 03 03 oa 
纺 频 妾 估 计 们 


图 3.9 诸 2 的 中 位 数 与 可 信 区 间 


从 图 3.9 可 见 , 在 频率 x;/nj= 二 0.14 后 ,中 位 数 佑 计 值 明显 低 

于 频率 估计 值 ,而 在 0. 14 前 ,中 位 数 估 计 值 明显 高 于 频率 估计 和 值 ， 

有 有 上装 中 间 收 缩 的 趋势 ,少数 试验 点 收缩 得 大 一 些 ,但 后 验方 差 也 大 

- 些 , 值 得 注意 的 足 : 后 验方 益 还 是 较 大 的 ,这 反映 超 参数 的 后 验 
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不 多 性 较 大 。 


习 题 


读 主 观 央 定 , 大 学 生 中 戴 有 眼镜 的 比例 是 多 少 ? 
请 主观 诀 定 ,在 父 所 在 地 区 ,小 客车 ,面包 车, 大 客车 种 载 恒 车 的 比例 是 
老少 ? 
设 如 表示 在 你 居住 的 她 区 明天 室外 最 高 温 产 .用 直方 图 方法 找 吕 你 对 
用 定 分 法 或 变 分 法 确定 习题 3.3 中 8 的 先 验 帘 度 。 半 考虑 
1) 决 定 你 对 8 的 先 验 密度 的 1/4 和 172 的 分 位 数 。 
(2) 找 出 配合 这 些 分 位 数值 的 正 态 密度 。 
i3) 你 主观 地 决定 0 的 先 验 密度 药 0.8 和 0,9 的 分 位 数 5 不 要 用 (2) 中 
所 得 的 正 洛 分 布 )。 这 些 分 位 数 与 (2) 中 正 态 分 布 基 本 一致 四 ?是 否 
需要 修改 (2) 中 的 企 态 密度 ? | 
将 " 止 态 分 布 " 换 为 * 柯 西 分 布 ”, 重 复习 题 3.4 中 的 (2}) 与 (3) 
说 明 以 下 密度 是 再 是 位 关 密 度 或 尺度 密度 ,并 对 其 位 置 参数 给 出 一 个 
无 作息 先 验 
(1) 拘 人 分 布 UC0 一 1,9 十 1)。 
(2) 柯 西 分 布 C(0.8)。 
(3)Paretc 分 布 Paltizrosa) (te 已 知 )。 
接 照 “变换 下 的 不 变性 ?理论 ,证 明 : 泊 松 参 数 1 的 无 信息 先 验 为 (2) 一 
Or 
对 以 下 的 每 个 分 布 中 的 未 知 参数 使 用 Fisher 信息 基 决 定 Jeffreys 先 
(1) 泊 松 分 布 P00)。 
(2) 二 项 分 布 bGx,9) tn 已 知 )。 
(3) 负 一 项 分 布 NbCm,9) Cm 已 知 )。 
4) 个 玛 分 布 Gate)CA 已 知 )。 
(5) 届 玛 分 布 Gala, (Ca 已 知 )。 
《6) 徊 芒 劳 布 Ge Ce) 。 
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3.9 


设 天 ,一 ptr|B)9 ,的 Jeffreys 先 验 为 有 rt) 一 1,2.… 人 。 苦 诸 X 相 


3 

五 独立 ,证 明 :6= (0 ,6 的 Jeffreys 先 验 为 x68)=[ [wc8)， 

设 某 电 子 元 件 的 失效 时 间 臣服 从 指数 分 布 ,其 密度 函数 为 

pr|B}=0 :exp( 一 TAG6) ,x70 

若林 知 参 数 8 的 先 验 分 布 为 倒 邵 玛 分 布 TGatl,6.01)。 计算 该 各 元件 
在 时 间 200 之 前 失效 的 边缘 概率 。 

设 Xi Xo 相 芋 独立 ,是 Xi 一 P(6) .ji=1…n。 若 10 .9 是 来 

自体 玛 分 布 Ga(a: 彰 的 一 个 样本 , 找 出 对 巨 = (zi,… ,rn) 的 联合 边缘 

密度 rt{x)。 

在 习题 3. 11 中 ,没有 n= 二 3,z1 二 3,rz 二 0,zs 二 5。 找 出 ML -- 开 先 验 。 

在 习题 3, 11 中 ,采用 和 矩 法 证 明 : 超 参数 和 的 洁 计 值 为 ( 当 0<<5S*)。 
EE ; B=3 ~ 

S: 一 区 元 
有 一 个 相互 独立 的 正 态 总体 we, 和 (8,1) ,其 中 oa>0,8>0, 若 
从 这 二 个 正 态 总 体 各 取 一 个 容 基 为 1 的 样本 ,x 与 y, 求 乘积 9= ap 的 
中叶 斯 人 千 计 。 


0 
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第 四 章 ” 决 策 中 的 收益 、 损 失 与 效用 


决策 就 是 对 - 件 事 要 作 决 定 。 它 与 推断 的 差别 在 于 是 否 涉 及 
后 果 。 统 计 学 家 (无 论 是 经 典 的 或 路 叶 斯 的 ?在 作 推 断 时 是 按 统计 
理论 进行 的 ,很 少 或 根本 不 考虑 推断 结论 在 使 用 后 的 损失 ,可 ( 决 
策 者 无 论 是 经 典 的 或 见 叶 斯 的 ) 在 使 用 推断 结果 时 必需 与 得 失 联 
接 在 一 起 考虑 ,能 给 他 带 来 利润 的 他 就 使 用 ,使 他 遭受 亏损 的 就 不 
会 被 采用 ,度量 得 失 的 尺度 就 是 损失 亲 数 。 它 是 著名 统计 学 家 A. 
Wald (1902 一 1950) 在 40 年 代 引 入 的 - :个 概念 。 损 失 果 数 与 决策 
环境 密切 相关 。 因 此 上 从 实际 归纳 出 损失 了 尔 数 是 决策 成 败 关键 。 把 
损失 函数 加 入 丸 叶 斯 推断 就 形成 贝 叶 斯 决策 论 。 损 失 通 数 被 称 为 
由 叶 斯 统计 中 的 第 四 种 信息 。 本 登 从 决策 框架 开始 介绍 收益 消 数 、 
损失 国 数 和 效用 函数 等 概念 ,其 中 还 涉及 : 些 不 用 抽样 信息 的 一 
些 决 策 准则 。 特 别 是 先 验 期 望 准 见 ,这 些 内 容 本 起 很 有 用 ,也 者 为 
下 一 章 贝 叶 斯 决策 作 好 准备 。 


$ 4.1 决策 问题 的 三 要 素 


一 、 决 策 问 题 

我 们 从 一 种 游戏 谈 息 . 

例 4.1 设 甲 乙 两 人 进行 一 种 游戏 , 甲 手 中 有 二 张 牌 ,分 别 标 
以 ,8,0;。 乙 手中 也 有 一 张 碑 ,分 别 标 以 aasyes。 游戏 的 规则 是 
双方 溃 自 独 立地 出 牌 , 按 目 表 计算 甲 的 得 分 与 乙 的 失 分 。 
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家 4.1 甲 的 得 分 窍 阵 


ER 和 EE 2 A 
从 号 二 上 
bz lg i 
0 = 本 < 一 2 


假如 甲 出 &i, 乙 出 妈 ; 则 甲 得 3 分 而 乙 失 3 分 ,又 如 围 出 a2. 乙 
号 2. 则 甲 失 ]1 分 而 乙 得 1 分。 如 此 等 等 ,这 张 表 是 甲 的 得 分 处 阵 ， 
共 中 , 负 的 得 分 就 是 失 分 。 这 张 表 也 是 乙 的 失 分 敌阵 。 显 卜 ,双方 
部 息 得 分 ,但 谁 也 不 能 控制 对 方 ,因此 在 这 种 情况 下 ,各 人 该 如 何 
“理智 ?地 进行 这 个 游戏 就 不 是 -… 件 简单 的 事 了 ,假如 申 和 乙 手中 
的 牌 更 多 一 些 , 那 此 种 游戏 就 更 复杂 了 。 

这 是 一 个 典型 的 双人 博弈 (赌博) 问题 。 不 少 实 际 问 题 可 归结 
为 双人 博 守 回 题 。 它 是 博 守 论 的 研究 对 象 。 如 果 把 上 例 中 乙方 改 
为 日 然 界 或 社会 ,就 形成 人 与 日 然 界 (或 社会 ) 的 博弈 问题 ,这 类 问 
题 也 是 大 大 存 在 的 。 

例 4.2 某 农 作物 有 耶 个 品种 : 产 基 高 但 抗旱 能 力 勇 的 遇 利 
2 和 抗旱 能 力 强人 世 产 是 低 的 品种 。 在 明年 南 量 不 能 准确 顶 知 的 
情况 下 ,农民 应 选 播 哪 个 品种 订 使 每 南平 均 收 总 最 大 呢 ? 这 是 人 与 
白 然 界 的 “局 博弈 。 在 这 里 - 方 是 人 ,人 是 有 理智 的 ,他 手中 有 二 
张 牌 :a: 和 az。 人 手中 的 牌 今后 称 为 行动 。 另 一 方 是 卓然 界 , 它 手 
中 的 牌 羡 明年 雨 世 ,可 能 有 很 多 张 牌 ,这 里 为 简单 起 见 ,以 明年 
600mz 南 量 为 界 米 区 分 打量 充足 如 和 了 南 量 不 充足 如 ,这样 自然 界 
世 有 二 张 牌 :0 利 0。。 由 十 自然 界 是 无 理智 的 , 它 的 牌 今后 称 为 状 
念 或 参数 ,在 这 样 的 格局 里 ,能 作 决 策 的 仪 仪 吓人 ,人 为 作 好 决策 ， 
可 以 观察 自然 界 的 一 些 现象 ,收集 和 分 析 自 然 界 的 各 种 信息 ,也 可 
根据 当年 种 子 . 肥 料 . 农 具 等 价格 定 出 各 种 状态 下 每 市 的 收益 , 然 
后 写 出 收益 短 阵 (单位 :元 ) 


人 a 
A 1000 200 
0 一 200 400 
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自然 界 昌林 会 有 意 与 人 作对 ,但 不 会 任 人 摆布 .所 以 人 们 按 此 
收益 矩阵 要 作 决 策 (选择 行动 ) 也 并 非 易 事 。 

例 4.3 一 位 投资 者 有 一 笔 资 金 要 投资 。 有 如 下 几 个 投资 方 
向 供 他 选择 

ai :购买 股票 ,根据 市 场 情况 ,可 净 赚 5000 元 ,但 也 可 能 部 损 
10000 元 。 

as: 存 和 银行 ,不 管 市 场 情况 如 何 总 可 净 赚 1000 元 。 

这 位 投资 者 在 与 金融 市 场 博弈 。 未 来 的 金融 市 场 也 有 二 种 情况 : 
看 涨 ( 包 ) 与 看 路 (0) 。 根 据 上 述 情况 , 可 写 出 投资 者 的 收益 矩阵 。 


ul [e923 
人 5000 1000 
oa 一 10000 1000 


投资 者 将 依据 此 收益 矩阵 决定 他 的 资金 投向 何方 。 

这 种 人 与 自然 界 ( 工 社会 ) 的 博弈 癌 题 称 为 决策 问题 。 在 决策 
问题 中 ,主要 足 寻 求人 对 自然 界 ( 或 社会 ) 的 最 优 策 略 ,为 此 决策 者 
《人 ?对 所 遇 到 的 问题 要 利用 各 种 信息 ,经 过 各 种 考 碟 和 对 比 后 ,在 
可 能 采取 的 行动 中 作出 选择 。 可 见 ,天 策 实际 上 是 一 个 过 程 , 它 可 
分 为 二 部 分 。 第 一 部 分 也 是 把 决策 叙述 清楚 。 第 二 部 分 是 如 何 做 
决策 使 得 收益 最 大 。 显 然 ,第 一 部 分 是 我 们 今后 研究 的 重点 ,但 不 
把 第 一 部 分 弄 清 楚 ,就 忙于 研究 如 何 做 决策 是 十 分 不 当 的 。 

二 .决策 问题 的 三 要 娄 

构成 一 个 凑 策 问题 必 有 如 下 三 个 基本 要 素 。 

1. 状态 集 @= {9} ,其 中 每 个 元 素 0 表示 自然 办 (或 社会 ) 可 能 
出 现 的 一 种 状态 ,所 有 可 能 状态 的 全 体 组 成 状态 集 。 

在 例 4, 2 中 ,状态 集 是 由 两 个 状态 组 成 ,8 二 19.,02) ,其 中 0 
和 0; 分 别 表示 雨水 充 是 和 雨水 不 充足 。 夺 和 例 4. 3 中 ,状态 集 也 是 
由 两 个 状态 组 成 ,8={91,9;) ,其 中 8. 和 6; 分 别 表 求 债券 市 场 看 
涨 和 看 跌 。 
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状态 集 @ 可 以 只 含有 限 个 状态 ,也 可 以 含有 无 穷 个 状态 。 例 
4.2 和 和 例 .4. 3 都 只 含有 限 个 状态 ,以 后 还 会 看 到 状态 有 无 穷 多 个 
的 例子 。 

在 实际 中 常会 遇 到 这 样 的 决策 由 题 ,其 自然 界 ( 或 社会 ) 所 处 
的 状态 可 用 一 个 实数 表示 ,这 样 的 状态 义 称 为 状 候 人 参数, 简称 为 参 
数 。 其 状态 集 日 常 由 - 些 实 数组 成 ,这 样 的 状态 集 又 称 为 参数 空 
间 。, 常见 的 参数 空间 是 一 个 区 间 (a,5), 这 里 a,5 可 以 是 两 个 实数 ， 
但 也 可 以 使 4 二 一 2,6 二 十 ww。 甸 如 在 例 4,2 中 , 若 知 该 地 区 的 年 
降雨 量 在 100mm 到 1700mm 之 间 ,而 人 们 用 每 年 降 璀 量 表示 日 
然 界 所 处 的 一 个 状态 , 那 末年 降雨 量 就 是 一 个 参数 ( 即 状 态 ), 它 的 
状态 集 就 是 -- 个 区 间 [100,1700]、 它 含有 无 穷 多 个 态 状 。 

自然 界 ( 或 社会 ) 所 处 的 状态 不 尽 白 然 界 自己 划分 的 ,而 是 人 
们 对 自然 界 ( 或 社会 ) 的 认识 和 决策 的 方便 而 划分 的 。 辟 如 在 例 4. 
2 中 ,该 地 区 的 年 降雨 量 在 100mm 到 1700mm 之 闻 , 若 把 状态 集 
看 作 加 = {941100 所 9 所 1700} ,由 于 状态 有 尤 容 多 个 ,会 增加 决策 的 
困难 ; 如 果 提 出 一 个 界限 ,年 降 隔 量 在 600mm 以 下 者 为 十 旱 年 
(8;) ,年 降雨 和 量 在 600mm 以 上 者 为 十 水 充足 年 (9 ) ,这 样 人 门 就 
把 自然 儿 划 分 为 两 个 状态 :假如 从 100mm 开始 ,每 阳 200mm 为 

-个 状态 ,共有 8 个 状态 ,其 状态 集 就 由 8 个 元 素 组 成 。 

2. 行动 集 .wr ==14), 上 其 中 每 个 掺 素 a 表示 人 对 自然界 (或 社 
会 ) 昨 能 采取 的 一 个 行动 ,所 有 此 种 行动 的 全 部 就 是 行动 集 。 

在 例 4.2 中 ,农民 可 以 采取 两 个 行动 ,一 个 是 播 各 产量 高 但 抗 
皇 能 力 弱 的 种 子 (c) ,一 个 是 播种 抗旱 能 力 强 但 产量 低 的 种 子 
《as), 所 以 农民 的 行动 集 是 由 岗 个 行动 组 成 ,7 一 {alsas)}。 类 似 
地 ,在 例 4.3 中 ,投资 者 的 行动 集 也 是 由 两 个 行动 组 成 。 

一 般 行动 焦 至 少 含有 两 个 行动 , 供 人 们 决策 之 用 。 假 如 行动 集 
中 只 有 一 个 行动 , 那 人 们 就 不 需 远 择 。 行动 集 -er 中 每 一 个 行动 都 
是 人 类 对 付 自然 界 ( 或 社会 ) 的 一 种 措施 (或 对 策 ) , 它 是 人 类 智 蕊 
的 结 唱 。 假 如 有 两 个 行动 em 和 a。 无 论 对 自然 界 ( 或 社会 ) 的 那 - 
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个 状态 出 现 。ai 总 是 比 az 收益 高 , 那 未 a 就 没有 在 在 之 必要 , 故 
要 把 这 种 行动 从 行动 集中 除去 ,使 留 在 行动 集中 的 行动 总 有 “可 取 
之 外 

3. 收益 盟 数 Q(9,a)。 其 中 0 可 以 是 状态 集 轧 中 任 一 个 状态 ， 
2 可 以 是 行动 集 -wx 中 和 任 一 个 行动 , 消 数 值 Q(8.,4)) 二 Qjy 表 示 当 自 
然 界 ( 或 社会 ;处 于 状态 ,而 人 们 选取 行动 a; 时 所 得 到 (经 济 上 ) 
的 收益 大 小 。 

收益 函数 的 信 可 正本 人 负 ,其 正 值 宪 示 一 利 , 负 值 表 示 字 损 , 收 
益 郴 数 的 单位 常用 货币 单位 ,但 有 时 也 用 其 它 容易 比较 好 坏 的 单 
入 ,如 产 革 、 销 售 其 等。 收益 函数 是 今后 用 来 江 价 人 们 选取 的 行动 
是 好 基 坏 的 基础 .收益 函数 的 建立 不 是 一 件 容易 的 事 ,往往 要 花 大 
力气 ,要 对 所 研究 的 决策 问题 有 比较 全 面 的 了 解 后 才能 建立 起 来 。 

当 状 态 集 和 行动 集 都 仅 含 有 限 个 元 素 时 ,如 B= {09,6,,…， 
8 一 (aas yam} ,收益 冰 数 也 只 取 nm 个 值 ,这 nm 个 值 可 
以 有 规律 地 排 成 一 个 和 矩阵。 
而 a 
Qu Q12 2 Qn | 
a zo … Qo | 0 


日 : ee : 2 
G， (no 人 和 Qn . A. 


这 个 簿 阵 称 为 收益 矩阵 。 例 4.2 和 例 4. 3 中 的 矩阵 都 是 收 益 年 阵 ， 
收益 给 阵 是 收益 函数 的 一 种 特殊 形式 ,其 作用 与 收益 函数 一 样 ,但 
它 有 “一 目 了 然 * 的 优点 。 

状态 集 日 .行动 集 -sr 和 收益 函数 QCO,a) 是 构造 一 个 决策 问 
题 必 不 可 少 的 三 个 基本 要 素 ,一 个 决策 问题 是 否 弄 清楚 了 ,就 看 能 
否 把 这 三 个 要 素 明 确 地 写 出 来 ,这 一个 要 素 中 一 个 有 变化 ,如 状态 
集中 少 一 个 元 素 .或 行动 集中 增加 了 一 个 行动 ,或 收益 函数 改变 
了 ,都 会 导致 决策 问题 的 改变 ,形成 男 一 个 决策 问题 ,内 此 结论 也 
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不 会 一 祥 ,今后 讲 一 个 决策 辣 题 就 意味 着 它 的 外,-o 和 QCO,u) 这 
三 个 要 素 企 都 给 定 了 。 

例 4.4 某 水 昌 商 店 准备 购 进 一 批 苹果 授 放 市 场 , 购 进 价格 
(包括 运费 为 每 公 厅 0.65 元 , 售 册 价格 为 每 公斤 1.10 元 。 苹 果 他 
购销 过 程 中 将 损耗 10 移 ,如 果 购 进 数 蘑 超 过 市 志 带 求 量 ,超出 部 
分 就 必须 以 每 公斤 0. 30 元 的 价格 处 理 . 在 市 场 需 求 量 -- 时 尤 法 弄 
清 的 情况 下 ,该 商店 个 经 理应 作 如 何 决 策 ? 

在 这 里 我 们 先 描 述 这 个 经 营 决 策 问题 ， 

在 这 个 经 车 决策 问题 中 ,市 场 需求 量 田 是 状态 参数 。 据 过 去 
经 答 , 市 场 需求 基 0 至 少 为 500 公斤 ,但 也 不 会 超过 2000 公斤 ,四 
此 参数 空间 日 = 1500,2000]。 为 适应 市 场 需求 ,经 理 可 采 皮 的 行动 
&《 购 进 苹果 的 公斤 数 ) 也 点 在 这 个 区 癌 内 。 所 以 .w= 二 8 二 上 500， 
2000] 。 

最 后 ,我 们 洲 讨 论 收 益 函 数 @(g,a), 它 表示 市 场 需求 基 为 9， 
而 经 至 购 进 水 果 ea 所 时 商店 的 收益 值 。 这 要 分 两 种 实际 情况 处 理 ， 
当 实 际 销售 革 0. 9a 不 超过 市 场 需 求 几 和 时 ,商店 收益 为 (1.10 一 
0.65)x0.9a 一 0, 85X0, 1a; 当 实际 销售 其 0. 94 超过 市 场 需 求 基 
8 时 ,商店 收益 为 (1. 10--0. 65)8 十 《0.30 一 0.65)(0. 9a 一 9) 一 
0.65X0. 12, 化 简 上 式 , 可 写 出 该 商店 的 收益 函数 为 (单位 :元 ) 


| 0 8 一 0.38a，500 过 8 过 0.9a 
人 (aa) 二 
| 0.34a， 0.9a < 0 A 2000 
§ 4.2 决策 准则 
一 ,行动 的 容许 性 


现在 我 们 转 入 讨论 :对 给 定 的 决策 问题 如 何 去 做 决策 ?这 里 说 

“给 定 的 决策 癌 题 "是 指 它 的 三 要 素 ( 状 态 集 @, 行 动 集 .or 和 收益 

敬 效 QC9,a)) 完 全 确定 。 而 所谓 “做 决策 ”就 是 在 行动 集 .ex 中选 

择 一 个 行动 , 锋 如 说 是 a' ,使 其 收益 函数 @C9,a 在 状态 集 马上 处 
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处 达到 最 大 。 为 此 我 们 对 不 同 的 行动 a; 和 sz, 要 比较 它们 的 收益 
尔 数 位 QC6,ai) 和 QQ(9,42;) 的 大 小 。 要 知道 ,这 里 的 收益 洱 数 值 忆 
(4,47) 和 Q00,as) 们 然 是 0 的 函数 ( 见 图 4,1), 比较 它们 的 大 小 常 
常 是 困难 的 。 

为 了 减少 以 后 项 诀 策 的 困难, 我 们 上 蓝 把 明显 的 风势 行动 从 行 
动 集 ,oz 中 删除 去 。 尘 如 ,网 4.2 上 站 个 行动 a) 与 as 的 收益 通 数 
的 比较 中 ,在 状态 集 电 上 .处 处 有 外 (9,a)EQCaz) 那么 行动 aa 
就 无 存在 的 必要 。 行 动心 被 称 为 非 容许 行动 。 它 的 - 般 定义 如 下 。 

定义 4.1 在 给 定 的 决策 问题 中 ,ez 中 的 行动 a 称 为 是 容许 
的 。 假 如 在 -sz 中 不 存在 潇 足 如 下 西 个 条 件 的 行动 wa， 

1. 对 所 有 的 8E 昌 ,有 QQ(9,a2) 之 Q(0,41); 

2. 至 少 有 -个 2, 可 使 上 述 不 等 式 严格 成 立 。 

假如 这 样 的 es 存在 的 话 , 则 称 a 是 非 容许 的 ,假如 . -个 行动 ai 
各 a; 的 收益 函数 在 外 上 处 处 相等 , 则 称 行动 a1 与 es 是 等 价 的 。 

例 4.5 设 茶 决 策 问 题 的 收益 矩阵 为 


CI1 ws Q3 Ul ws Aads 


0 


图 4.1 行动 a 与 a; 的 收益 函数 图 4.2 行动 a 的 非 容 许 性 
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其 中 as 是 非 容许 行动 ,因为 在 行动 集 -oz 一 {a, ,as 中 有 这 样 的 
行动 a, 可 使 Q@(9,42) 宇 Q(0,us).0E98。 HH 在 9 一 ,处 不 等 号 活 格 
成 立 ,而 其 余 5 个 行动 ayazyasyasyar 部 是 容许 行动 ,其 中 a; 与 as 
太 是 等 价 行动 ， 

把 非 容许 行动 从 行动 集 ,x 中 剔 去 。 这 样 行动 集中 只 存在 符 
许 行动 。 这 可 使 决策 得 以 简化 。 

上 述 讨 沦 是 对 收益 了 葡 数 进行 的 ,假如 对 支付 函数 ,或 亏损 区 
数 .或 成 本 范 数 等 讨论 , 亦 可 类 似 进行 。 差 别 仅 在 于 标准 上 ,对 收益 
函数 而 言 ,收益 足 愈 人 愈 好 ,而 对 支付 函数 (亏损 函数 .成 本 师 数 
等 ) 而 埋 , 文 付 足 傅 少 愈 好 .因此 在 定义 4.1 中 把 不 等 导 改 变 方 向 
可 得 到 类 似 定 义 。 

二 .决策 准则 

对 给 定 的 决策 问题 去 做 决策 就 是 在 行动 集 . 巡 一 fae) 中 选取 一 
个 行动 ,使 其 收益 达到 最 大。 这 种 行动 往往 在 -ez 中 是 找 不 到 的 。 
实际 的 情况 正如 在 容许 性 讨论 的 那样 ,对 某 些 状 态 行动 a 的 收藏 
较 太 ,对 另 -一些 状态 行动 a; 的 收益 较 大 ,如 图 4.1 所 示 。 对 这 样 复 
祭 交 错 的 情况 如 全 [ 作 决 策 呢 ? 这 个 问题 的 研究 引出 很 多 新 的 策略 
0 建 并 了 各 种 决策 准则 。 下 面 结 合 收益 函数 介绍 几 种 常用 的 

准则 在 实际 中 册 哪 一 种 准则 还 要 根据 其 体 情 况 和 决策 者 的 态度 

1. 悲观 准则 。 

斐 观 准则 由 下 列 二 步 组 成 : 

第 一 步 ,对 每 一 个 行动 选 出 最 小 的 收益 ; 

第 二 步 ,在 所 有 选 出 的 最 小 收益 中 选取 最 大 值 .此 最 大 值 对 应 
的 行动 就 是 瑟 观 准 见 目的 最 优 行动 。 

例 4.6 某 ! 准备 年 后 生产 一 种 新 产品 ,如 今 有 三 个 方案 
簧 选择 ;改建 本 厂 原 有 生产 线 (a1); 从 国外 引进 :条 自动 化 生产 线 
(a2); 与 兄弟 厂 协助 组 织 * 一 茶 龙 ?生产线 (as)。 厂 长 预计 - -年 后 市 
汤 对 此 新 产品 的 需求 最 大 致 可 分 为 二 种 : 较 高 (0.); - 般 (2); 较 
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低 (0 三 长 还 算得 其 收益 宅 阵 为 (单位 ;万 元 ) 


Ql Ur Ua 
700 980 400 18 
QQ 一 250 ”一 500 90 16， 
200 -一 800 304 8, 
按 翡 观 准 则 做 


盆 一 步 ,行动 a 的 最 小 收益 是 一 200, 行 动 az 和 as 的 最 小 收 
益 分 别 是 …800 和 -- 30。 用 符号 表示 这 一 步 是 
一 200， 当 7 一 1 
on 200， 当 7 一 2 
一 30， 当 j=3 
第 二 和 步 , 在 所 选 出 的 三 个 最 小 值 一 200, 一 800, 一 30 中 ,最 大 
收益 是 一 30， pe ca 就 是 按 悲观 准则 选 出 的 最 优 行 
动 。 用 符号 表示 这 一 步 是 :as 满足 
max min Qi 0a) 二 一 30 二 min QL a) 


在 状态 和 行动 都 只 有 有 限 个 的 情况 下 ,都 可 按 上 述 两 步 求 得 
最 优 行动 ,在 一 般 情况 下 ,只 要 把 上 述 收 益 矩 阵 改 为 收益 函数 芭 
可 , 即 在 坊 观 准则 下 ,假如 we .7, 且 满足 


max minQ(, ,4;) 一 minQ(O,, au’) 
ac eg © 


那 林 这 个 行动 a' 就 是 最 优 行动 。 

杰 观 准则 是 一 种 保守 的 决策 准则 。 它 是 在 最 不 利 的 状态 发 生 
请 况 下 ,尽量 争取 较 多 的 收益 ， 它 也 是 一 种 稳妥 的 策略 ,适用 于 企 
业 较 小 ,资金 单薄 ,经 济 上 经 不 起 太 的 冲击 的 企业 ， 

2. 乐观 准则 

乐观 准则 由 下 列 蝴 步 组 成 。 

第 … 步 ,对 每 .个 行动 选 出 量 人 的 收益 值 ，; 

第 二 步 ,在 所 有 选 出 的 最 大 收益 值 中 选取 相对 最 大 值 , 此 最 大 
值 所 对 应 的 行动 就 是 在 乐观 准则 下 寻 得 的 最 优 行动 。 
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上 述 两 步 说 明 , 乐观 准则 就 是 设想 最 有 利 的 状态 发 生 情 况 下 ， 
尽量 争取 最 多 的 收益 。 璧 如 在 例 4.5 中 , 按 此 乐观 准则 微 

第 一 步 , 行 动 a1,as,ai 的 最 多 收益 分 别 是 700,980,400， 用 符 
号 表示 这 一 步 吕 


700, 当 j 二 1 
max QO) 一 4980, 当 了 一 2 
T 一 112， 


第 . 步 ,在 所 选 出 的 三 个 最 大 收益 值 中 最 大 的 是 980, 它 所 对 
应 的 行动 a; 就 是 按 乐观 准则 选 出 的 最 优 行 动 , 用 符号 表示 这 - 步 
就 是 ;2 满足 

ax Tax QW ,dj) 一 二 980 一 - max Q(A, ,3) 

在 状态 和 和 气动 部 只 《有 有 有 限 个 的 情况 下 都 可 按 上 术 两 步 求 得 
最 优 行动 。 在 一 般 情况 下 ,只 要 把 上 上述 收益 惩 阵 改 为 收益 郑 数 即 
可 , 即 在 乐观 准则 下 ,假如 a E.w ,日 满 足 

max max QO ,a;) 一 Te QV ,a ) 
那 末 这 个 行动 “就 是 最 优 行动 。 

乐观 准则 是 一 种 冒险 策略 。 采 用 乐观 准则 的 人 常 是 某 种 特殊 
需要 向 引发 的 . 辟 如 在 例 4.6 中 , 厂 长 有 二 步 设 写 , 先 投入 新 产品 ， 
第 二 步 再 生产 配套 产品 。 这 样 可 获得 更 大 利润 。 可 实现 第 二 步 需 
要 900 万 资金 。 在 此 情况 下 , 厂 长 在 第 一 步 决 策 时 ,就 得 冒 较 大 风 
险 。 奉 则 无 法 实现 第 一 步 设想 。 

3. 折 中 准则 ,又 称 赫 维 斯 (Hurwicz) 淮 则 ，。 

折 中 准则 是 赫 维 斯 (1L. Hurwicz) 提 出 的 ,化 认为 决策 者 不 应 
该 按照 某 种 极 兹 准则 行事 ,而 应 在 两 种 极端 情况 之 本 寻 得 某 种 平 
衡 。 翡 观 准则 和 乐观 准则 都 是 极端 准则 。 如 何在 这 两 种 极端 准则 
之 间 寻 得 半 衡 呢 ? 赫 维 斯 根据 这 一 想法 提出 折 中 准则 , 它 由 下 列 三 
步 组 成 ; 

第 - 步 , 存 0 与 1 之 闻 选 一 个 数 a, 称 为 乐观 系数 ,用 它 米 表 
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示 次 策 者 对 面临 的 汰 策 问 题 所 持 的 乐观 程度 , 僵 接 近 于 1, 决策 省 
愈 乐观 ; 愈 接近 于 0, 决策 者 愈 莫 观 。 

第 二 步 ,对 每 一 个 行动 a 计算 

f(a) 一 « maxQ (0, a) 二 (1 一 a) min®Q (0,a) 

这 里 maxQ(0,4) 表 未 行动 a 最 大 收益 信和 ,tpigQC0.a) 表 示 行动 4 
的 艘 小 收容 值 。 

第 三 步 , 取 行动 wo, 使 得 五 (ao) 达 到 最 大 , 即 

Erfar) 一 maxfi(a) 


二 


[3 


此 种 a; 就 是 折 中 准则 下 的 最 优 行动 。 
二 述 三 步 说 明 ,假如 把 决策 者 的 乐观 乐 数 e 看 作 一 种 权 ,或 者 
看 镍 决策 者 能 得 到 最 大 收益 值 的 可 能 性 大 小 ( 即 概率 ), 慰 末 互 
《oq) 就 是 -种 半 均 收益 。 遇 使 平均 收益 达到 最 大 的 行动 就 是 折 中 淮 
则 下 的 最 优 行动 。 尝 如 在 例 4.6 中 , 按 此 折 中 准则 做 : 
第 一 步 , 决 策 者 中 长 ) 对 和 白 己 三 生产 的 新 产品 充 湾 信心 .他 取 
乐 枫 系数 a==0.8。 
第 二 步 , 对 行动 ,as vas 分 别 计算 ; 
Hila) = 0.8 X700+ 0.2 x (— 200) 一 520( 记 元 ) 
Hlazs) = 0.8 XxX 980 1 0.2 xX (— 800) 一 624( 万 光 ) 
Ti(las) = 0.8 XxX 400++ 0.2 xX (— 30) = 314C 有 20) 
第 三 步 ,比较 ,H(z ,如 (a2), 太 (a3); 的 大 小 叮 知 ,本 (uz) 最 
大 , 改 as 是 折 中 准则 下 的 最 优 行动 ， 
折 中 准则 就 是 克服 了 乐观 准则 过 于 冒险 和 想 观 准则 过 于 保守 
的 缺点 .但 增加 了 确定 乐观 系数 a 的 困难 ,为 了 确定 a; 决策 者 … 
定 要 弄 清 a 的 含义 ,然后 根据 入 已 的 看 法 给 出 <。 从 第 一 步 可 以 看 
出 , 当 a 二 =] 时 , 折 中 准则 就 是 乐观 准 刚 ; 当 a 二 0 时 , 折 中 准则 就 是 
惠 观 准则 .从 这 个 着 度 看 ,乐观 准则 得 观 准则 都 是 折 中 准则 的 特 
例 。 
例 4.7 对 例 4.6 提 出 的 内 策 问题 使 用 折 中 准则 时 ,可 以 换 
130 


-种 思路 来 考察 , 先 不 要 求 厂 长 给 出 乐观 系数 ,而 只 假设 共 乐 观 系 


图 4.3 各 平均 收益 与 乐观 系数 a 的 关系 
数 为 ,然后 作 一 0 为 此 先 算出 各 行动 下 的 


五 (ai;)。 
Fri(a) 一 700c + (— 200) (1 — a) 一 900a 一 200， 
Iis(a) 一 980a 二 (一 800) (1 一 a) = 1780c 一 800， 
Hala) = 4004 ~ (— 30)(1 一 oa) 一 430a 一 30。 
它们 都 是 a 的 线性 函数 (图 4. 3), 按 折 中 准则 ,所 选 行动 应 使 平均 
收益 最 大。 从 图 4.3 看 出 ,线段 AB、BC、CD 下 应 的 平均 收益 最 
大 ,其 中 4,85.C、D 四 点 的 横 坐 标 分 别 是 0,0. 36,0.68,1.0。 由 此 


看 出 ,三 长 的 决策 依赖 于 厂 长 的 乐观 系数 a, 具体 是 ， 
当 0< 近 a 之 0. 36 时 , 厂 长 采用 as 与 兄弟 三 协作 作 建 生产 线 ); 


当 0. 36 委 ac 委 0.68 时 ,三 长 采用 ai 改建 本 三 生产 线 )， 

当 0, 68 扫 wo<<1 时 , 厂 长 采用 az( 引 进 一 条 生产 线 )。 

即 厂 长 对 未 来 市 场 乐 观 一 些 (e>0. 68) ,就 采用 az; 厂 长 对 未 
来 市 场 悲 观 一 些 (e<0. 36)。 就 采用 as; 否 则 采用 ai。 
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$4.3 先 验 期 望 准则 


一 、 先 验 期 望 准则 

信人 与 自然 然 界 (或 社会 ) 的 博弈 中 人 对 自然 寞 (或 社会 ) 会 积 
缘 很 多 的 经 验 与 资料 ,这 些 先 验 信息 虽 不 足以 确定 白 然 界 ( 或 社 
会 ) 会 出 现 什 么 状态 ,但 在 很 多 场 台 可 以 在 状态 集 四 上 给 出 一 个 
先 验 分 布 r(@@)。 从 中 得 知 各 种 状态 发 牛 可 能 性 的 大 小 。 这 种 先 验 
信息 在 做 决策 时 可 以 使 用 。 这 就 形成 如 下 的 先 验 期 望 淮 则 和 和 - 险 
矩 准 则 。 

定义 2.2 对 给 定 的 决策 问题 , 苦 在 状态 集 只 上 有 一 个 止 常 的 
先 验 分 布 x(9》, 则 收益 栅 数 @(O,e 对 r(9) 的 期 鹿 与 方差 

Qa) = ErQ(C.a) 
Var[Q(Oa)] = EQO a (EQOA) 
分 别称 为 先 验 期 望 收益 和 收益 的 先 验方 差 。 俩 秽 验 平均 收益 达到 
最 大 的 行动 吧 
QW(a') 一 maxQ(a) (4,1) 

称 为 先 验 期 望 准则 下 的 最 优 行动 .车 此 种 最 优 行动 不 止 一 个 ,其 中 
先 验方 益 达 到 最 小 的 行动 称 为 一 阶 征 准则 下 的 最 优 行动 。 

企 这 个 定义 中 首先 强调 的 是 :只 能 使 用 正堂 的 先 验 分 布 , 不 能 
使 用 广义 先 验 分 布 ( 见 $ 3.4)。 因 为 这 里 只 使 用 了 先 验 信息 ,没有 
抽样 信息 可 用 。 其 次 诬 注意 的 足 :在 比较 先 验 期 鹿 收 益 中 , 若 有 二 
个 以 上 行动 能 使 (4.1) 式 成 立 , 则 它们 的 先 验 期 望 收益 必 相 等 ,这 
时 才 需 考虑 其 先 验方 差 的 大 小 ,比较 其 收益 的 分 散 程 度 . 在 经 济 活 
动 中 常 有 风险 ,方差 是 度量 风险 的 一 个 尺度 ,方差 大 ,风险 就 大 , 方 
差 小 ,风险 就 小 . 按 二 阶 短 准 则 选取 风险 小 的 行动 是 合理 的 ,最 后 ， 
从 内 叶 斯 观点 看 ,使 用 合理 的 先 验 信息 ,对 决策 问题 做 决策 内 会 有 
杂 处 , 先 验 期 望 准则 和 二 阶 拓 准则 下 的 最 优 行动 总 比 前 面 几 个 准 
则 得 到 的 结 柴 较为 可 信 。 使 用 价值 更 高 。 
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例 4.8 在 例 4.6 中 给 出 的 三 状态 和 三 行动 的 雇 策 问题 中 ， 
， 收益 函数 为 
Ul Uz Us 
700 980 400| 0.6 
Q = 250 一 500 90 | 0.3 
“一 200 一 800 — 39J0,，0.1 
其 中 最 后 -一 列 是 三 长 根据 自己 对 一 年 后 市 场 需求 量 是 高 ,中 ， 
低 给 出 的 主观 袜 率 , 即 
ff( 引 ) 一 0.6:rf2) = 0.3,70) = 0.1 
据 此 可 算得 各 行动 的 先 验 期 望 收益 
Qa)=420+75--20 二 475 
Qas)=588 —150-.:80=358 
Qa3) 一 240 二 27 一 3 一 264 


术 比 之 下 ,a 的 先 验 期 望 收益 最 大 , 故 a 是 先 验 期 望 准 则 下 的 最 
优 行动 。 

这 个 例子 在 例 4. 6 中 曾 算得 ， 

在 斐 观 准则 下 的 最 优 行动 为 aa。 

在 乐观 准则 个 的 最 优 行动 为 cz。 

在 折 中 准则 下 的 最 优 行动 为 az。 

它们 号 先 验 期 誉 准则 下 的 最 优 行动 a) 都 是 不 一 样 的 。 这 是 什 
么 原因 呢 ? 从 员外 斯 观点 看 ,上 述 三 个 决策 准则 可 纳入 先 验 期 望 准 
则 ,只 不 过 他 们 选用 不 辐 的 先 验 分 布 而 已 。 

壁 如 ,悲观 准则 是 在 诸 行 动 的 最 小 收益 中 择 取 最 大 者 ,这 反应 
他 对 市 场 的 需求 晤 是 慧 观 的 ,总 认为 低 的 需求 量 必然 发 生 。 故 其 不 
自觉 地 选用 了 如 下 先 验 分 布 x: 

MO) = 0) = 0, m0)=1 
由 此 可 算得 各 行动 的 先 验 期 望 收益 
Qila) = — 200,0(as) 一 一 800,@ (ay) 一 一 30 
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相 比 之 下 ,as 的 先 验 期 望 收 益 最 大 , 故 as 是 在 先 验 分 布 m 下 的 敦 
优 行动 。 上 述 诸 期 望 收 匡 和 最 优 行动 与 例 4.6 完全 一 样 。 类似 地 ， 
知 选 用 另 一 个 先 验 分 布 MT?s 
rt@) 二 1， Ads) = NG) =0 

这 反映 凑 策 背 克 市 场 需求 其 是 很 乐观 的 ,认为 未 来 话 场 需求 眉 是 
很 高 的 ,在 这 个 先 验 分 布下, 各 先 验 期 望 收益 为 

Qala 一 1) = 700,Q:(as) = 980,Q; (Cas) = 406 
相 比 之 下 ,az 的 先 验 期 望 收益 最 大 , 故 4 是 在 先 验 分 布 x 下 的 最 
优 行 动 。 上 述 诸 期 望 收益 与 最 优 行动 也 与 佛 4.6 完全 一 样 。 

存 例 4.6 中 ,使 用 折 中 准则 中 决策 者 的 乐观 系数 为 0.8, 尼 只 
是 在 最 大 收益 与 最 小 收益 间 折 中 ,不 涉及 中 间 收 益 是 多 少 , 故 共 对 
点 的 先 验 分 布 x; 是 

rs) 一 0.8， ms 人 2) 一 0， Ni(O,s) 一 0.2 
由 此 可 算得 各 行动 的 先 验 期 望 收 益 。 

Ca) = 520,Q1 (4s) = 624,Q1(a3) = 314 
相 比 之 下 ,as 的 先 验 期 望 收 茂 最 大 , 故 a 又 是 在 先 验 分 布 x 下 
的 最 优 行动 。 这 与 例 4.6 中 所 得 相应 结果 是 一 致 的 。 

上 述 分 折 标 明 : 表 面 上 看 ,使 用 翡 观 准 则 ,乐观 准则 各 折 中 准则 
都 没有 使 用 市 场 需 求 量 的 先 验 信 息 ,而 是 出 于 各 各 的 心理 状态 在 做 决 
策 . 可 从 员 叶 斯 观点 看 ,他 们 都 在 不 日 党 地 选用 先 验 分 布 ,都 在 使 用 先 
验 期 望 准则 。 现 在 的 何 题 是 ,市场 需 求 量 的 先 验 分 布 中 侍 一 个 是 合理 
的 ? 我 们 把 上 面 所 用 的 四 个 先 验 分 布 列 在 表 4, 2 上 。 从 表 4.2 二 可 以 
立即 看 上 出 ,前 三 个 先 验 分 布 中 都 认为 中 等 市场 需求 景 是 根本 不 可 能 发 
生 的 ,未 来 市 场 旋 求 最 不 是 高 就 是 低 。 这 是 不 符合 市 场 实际 情 况 的 .市 
民 对 新 产品 的 锅 求 要 么 很 多 ,要 么 很 少 ,适中 的 状态 是 不 可 能 发 生 
的 。 这 种 看 法 是 不 合理 的 。 

从 上 述 比较 中 可 以 看 出 ,根据 先 验 信息 ,自觉 地 选用 先 验 分 布 
《如 表 4. 2 中 的 第 四 行 ) 相 对 是 较为 合理 的 ,而 不 自觉 地 使 用 先 验 
分 布 有 多 人 么 危险 和 可 笑 。 
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家 4.2 不 同 的 先 验 分 布 ( 例 4. 6) 


市 场 希 求 基 0 on) 
址 观 准 由 下 区 1 3 名 0 ] 
起 观 准则 ms 1 0 0 
_ 折 中 准则 Fas ey 0.8 0 0.2 
先 验 期 染 准 则 下 、 0. 6 0.3 0.1 


例 4.9 现 来 完成 例 4.4 的 雇 策 工作 ,在 那里 某 水 时 商店 准 
备 购 进 一 批 某 呆 投放 市 场 ,市 场 需 求 鞭 8 和 经 理 的 采购 量 都 在 
506 公开 到 2000 公斤 之 间 。 所 得 的 收益 函数 为 
0. 88 — 0. 38a 500 0. 9u 
QB,a) 一 
0. 31a 0. 94 OR 2000 
假如 经 理 采 用 [500,2000] 上 的 均 义 分 布 作为 0 的 先 验 分 布 , 那 林 


= ro ga da 200U de 
二 全 要 / a 
Qa) | (0. 80 0. 38a) 1500 + | ,0.34a 1500 


de 
一 1500L 
方 括号 中 的 一 次 三 项 式 在 = 一 1343 夺 达 到 最 大 。 故 经 理应 购 进 
1343 公斤 芋 果 可 使 其 先 验 期 望 收 益 最 大 。 
例 4.10 某 花 店 上 每 天 从 农场 以 每 样 5 元 的 价 略 购买 若干 
飞 牡 丹 花 , 然 后 以 每 栋 10 元 之 价 铬 出 上 售 。 如 果 当 天 卖 不 完 , 余 下 的 
牡 月 花 作 垃圾 和 处理。 这 样 店主 就 要 少 赚钱 ,甚至 当日 查 亏 本 。 为 了 
型 清楚 市 场 需求 情况 ,店主 连续 记录 过 去 50 天 出 信和 牡丹 花 的 株 
数 ,整理 的 记录 见 表 4.3。 试问 该 店主 每 天 应 购 进 多 少 柠 牡 峙 花 出 
售 , 才 为 最 优 行动 。 
在 这 个 决策 癌 题 中 ,状态 集 马 和 行动 集 .sz 分 别 是 
O= {0 一 13 十 1 一 1,2, ,7) 
-7 一 (fa 一 13 十 1 一 1 2……7)} 
其 中 8, 表示 花 店主 出 售 牡丹 花 的 覃 数 ,a; 表示 花 店主 每 天 从 农场 
购买 的 牡丹 花 棵 数 。 根 据 花 店主 50 天 的 出 售 记录 , 取 表 4. 3 上 的 
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一 0.324c 十 870a 一 100001] 


表 4.3 50 天 内 每 天 出 售 牡丹 花 棵 数 统计 表 ( 例 4. 6) 


出 售 基 ( 裸 7 日) 频数 (日 ) 频率 

14 4 0.08 

15 etl 0. 22 
-16 0 0.20 

= 7 0.14 

18 0.14 

19 IT 6 0.12 

20 5 0.10 

缀 十 50 1.00 

频率 作为 每 天 出 售 量 8 的 先 验 分 布 是 确 当 的 , 即 

0 14 15 -16.. 17 18 19 20 


(8) 0. 08 0. 22 0. 20 0. 14 0. 14 DO. 12 0. 10 


不 难看 出 ,在 状态 为 入 时 而 花 店 主 采 用 行动 w 的 收 儿 了 清 数 为 
《单位 :元 ) 
5a ji， 过 人 
106; 一 Score 这 俯 
由 此 可 以 算出 收益 矩阵 


WO, yi 一 


70 65 60 55 50 45 40 129 
70 75 70 65 60 55 50 |4 
5 70 65 60 |6， 
Q= | 70 75 80 85 80 75 70 |g, 
70 75 80 85 90 85 80 |g,. 
70 75 80 85 90 95 90 |& 
70 75 80 85 30 95 100/g, 
容 努 算出 每 个 行动 的 先 验 期 鹿 收 益 
Qla) = 70.0 Qu) 一 74.2， 
Qlas) = 76.2 Qlas) 一 76.2 
Qlas) = 74.8 Qlae) 一 72.0 Qlai) = 68.0 
故 按 先 验 期 望 准则 ,a; 和 a 为 最 优 行动 , 即 该 花 后 主 每 天 宜 
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购买 16 或 17 棵 牡丹 花 出 售 最 汇 , 为 了 在 a; 和 as 两 个 行动 中 再 选 
择 较 优 的 一 个 ,我 们 计算 其 先 验 方差 , 先 计 算 


EL[QO,a) FE = DQ a) Fn( lb) = 5845, 
et | 


£[QO a) = Qa) rb) = 5909 
i=1 


然后 算得 先 验方 差 
Var(Q3) 一 5846 一 (76.2): = 39. 56， 
Var(ea) = 5909 一 《76.2) = 102. 56。 
相 比 之 下 ,行动 as 的 先 验 方差 小 , 故 a; 是 二 阶 矩 准则 下 的 最 优 行 
动 。 
二 ,两 个 性 质 
最 后 我 们 提 有 玉 先 验 期 望 准 则 下 的 两 个 性 质 。 
定理 4.1 在 先 验 分 布 不 变 的 情况 下 ,收益 函数 @(,a) 的 线 
性 变换 AQ 十 c(R>D) 不 会 改变 先 验 期 望 准则 下 的 最 优 行动 。 
证 明 ; 记 Qi(9,a) 一 kQC9,a) 十 c: 其 中 >0, 于 是 QQ 的 先 验 期 
望 收 益 为 
Qla) = EQ (Oa) 
= kAEQOa) 十 < 
= kWQi(a) 十 < 
计 手 4 六 0,S:(e) 与 @(e) 同 时 达到 最 大 值 。 故 不 会 改变 决策 
结果 ， 
定理 4.2 设 @i: 为 状态 集 名 的 一 个 非 空 了 集 ,假如 在 @, 上 
的 收益 函数 Q4la) 都 加 上 一 个 常数 c ,而 在 @8 上 的 先 验 分 布 森 
变 , 则 在 先 验 期 望 准则 下 的 最 优 行 动 不 变 。 


8， Cy 
Oia (te 30E ON 
Qa), 0€0-..08, 


在 状态 集 晶 是 连续 的 情况 下 ,Q; 的 先 验 期 望 为 
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a 0 0: pre | .Qi(0,a)r(0)d9 


一 | [Qa) + cjr(0)d9 ~ | Qc6 一 ortp)adg 
1 


CT 
[R00 ra0 十 了 Buzr(b)d8 


= Qa) 二 eR € 0) 

训 以 看 乌 , 上 式 第 :项 cP (9E 8) 是 与 行动 a 尤 关 的 量 。 故 (a) 
与 区 (a) 在 同一 个 行动 上 达到 最 大 值 , 即 在 先 验 期 望 准则 下 的 最 优 
行动 是 不 变 。 类 似 地 ,在 状态 集 @ 为 离散 场合 汪 可 证 得 上 述 结果 。 

先 验 期 望 准则 的 上 述 二 个 性 质 可 以 使 得 寻求 最 优 行动 所 得 以 
简化 。 革 至 在 归纳 收益 函数 时 不 在 笠原 点 与 单位 的 选取 。 

例 4.11 在 例 4.8 中 给 出 的 三 状态 和 二 行动 的 决策 问题 中 ， 
收益 函数 Q@(9,a) 与 先 验 分 布 分 别 为 


dl ts 3 nt) 

700 980 400]9, 0.6 

QC— 250 一 500 90|96。 0.3 
一 200 一 800 一 30j0， 0.1 


假如 把 收益 矩阵 中 每 个 元 素 除 以 100 后 得 矩阵 QQ, ,然后 在 矩阵 i 
的 第 3 行 上 的 元 素 各 元 素 再 加 以 8 乒 得 矩阵 Q;, 具 体 是 
7 9.8 4 7 9.8 4 
2.5 一 5 0.9 2.5 一 5 .9 
B03 6 0 7.7) 
根据 定理 4. 1 和 定理 4.2, 若 对 Qi 施 以 先 验 期 望 准 则 , 则 其 
最 优 行动 是 不 变 的 ,为 说 明 此 点 ,我 们 用 原来 先 验 分 布 x( 纪 和 收 
变 后 的 Qs 分别 计算 各 行动 的 先 验 期 望 收益 
Qa) = 4,2+ 0.75++0.6= 5.55 
(az) 一 5.88 一 1.5 十 0 一 4.38 
Qas) = 2.4 十 0.27 十 0.77 二 3.44 


QQ& = — &, 
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相 比 之 下 ,wi 的 先 验 期 望 收 益 最 大 , 故 a; 是 在 先 验 期 望 准则 下 的 
最 优 行动 。 这 与 例 4.8 中 的 结果 是 一 致 。 并 且 aaz 和 a 在 Q; 下 
的 先 验 期 望 收益 的 次 序 也 与 例 4.8 中 用 久 算 得 的 先 验 期 望 收益 
的 次 序 是 相同 的 . 


$4.4 损失 函数 


一 、 从 收益 到 损失 

决策 问题 的 三 要 素 中 收益 函数 和 (0,a) 是 最 重要 的 ,之 是 度 压 
状态 为 8 时 ,人 们 采用 行动 a 所 得 的 收益 。 它 是 把 决策 与 经 济 效益 
联系 在 一 起 的 桥梁 。 有 了 它 ,决策 才能 进入 定量 分 析 阶 段 . 但 此 种 
桥梁 不 仅 限 于 收益 函数 ,实际 中 还 可 以 亏损 函数 ,成 本 函数 ,支付 
函数 等 代替 ,为 了 以 后 的 统一 处 理 , 在 决策 中 常用 一 个 更 为 有 效 的 
概念 ;“ 损 失 孙 数 ”, 在 状态 集 和 行动 集 都 为 有 限 场合 下 用 “损失 算 
阵 ”。 

这 里 谈 的 损失 函数 不 是 负 的 收益 ,也 不 是 亏损 。 蔷 如, 某 商店 

-个 月 的 经 营 收 益 为 一 1000 元 , 即 亏 1000 元 。 这 是 对 成 本 而 言 
的 。 在 这 里 不 称 其 为 损失 ,而 称 其 为 亏损 。 我 们 所 讲 的 损失 是 指 ， 
“该 赚 吊 没有 赚 到 的 钱 ”, 壁 如 ,该 商店 本 可 以 赚 2000 元 ,由 于 决策 
失误 而 亏损 了 1000 元 , 那 我 们 说 ,该 商店 损失 了 3000 元 ,又 如 ;一 
次 加 班 只 需 5 位 工人 就 可 以 完成 ,可 去 了 7 位 工人 ,工作 虽 是 完成 
了 ,可 工厂 移 支 付 了 2 位 工人 的 加 班 费 就 是 损失 。 用 这 种 观点 去 认 
识 损失 对 提高 决策 意识 是 很 有 好 处 的 。 

按照 上 述 观 点 从 收益 苑 数 很 容易 获得 损失 函数 。 先 看 下 面 例 
到 : 

例 4.12 某 公 司 购 进 某 种 货物 下 分 为 大 批 . 中 批 和 小 批 三 种 
行动 ,依次 记 为 ai,azra;。 林 来 市 场 需 求 量 可 分 为 高 .中 、 低 三 种 状 
态 , 依 次 记 为 外 ,8,,9;。 三 个 行动 在 不 同市 场 状态 下 获得 的 利润 如 
下 (单位 : 千 元 ) 
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3 4 2 |g, 
| A Re 1,8, 
这 二 一 个 收 丛 知 阵 , 现 在 我 们 按 损失 的 含义 把 它 改 写 为 损失 第 阵 ， 
当 市 场 处 于 状态 记 时 ,从 急 的 第 一 行 可 以 看 出 ,这 时 的 最 优 
行动 是 局, 可 收益 10000 元 。 倘 若 经 理 采 取 行 动 ss, 这 时 收益 仅 为 
6000 元 ,与 最 优 行动 a 相 比 ,上 要 少 得 10000 一 6000 一 4000 汇 , 这 
4000 元 为 公司 “该 赚 面 未 赚 到 的 钱 ”, 是 9 和 a=as 时 经 理 的 损失 
值 , 即 工 (91,42z) 一 4000 元 类 伏地 ,了 工 (0as) 一 10000 一 2000 一 8000 
元 ,而 亏 (2 am) 一 0( 即 无 抱 失 )。 这 是 因为 当 及 发生 时 ,经 理 淡 策 
所 采取 的 是 最 优 行 动 a,/。 用 同样 的 方法 可 算出 8 与 a 在 不 同情 沈 
下 的 其 它 损失 值 。 把 这 些 损失 值 按 原 来 次 序 排 成 一 矩阵 (单位 : 干 


元 )。 


10 6 | 


Ul Uo 3 
0 4 810, 
也 一 1 0 2 10, 
3.7 1.8 040, 


这 个 矩阵 称 为 经 理 的 损失 矩阵。 其 中 每 个 扣 失 值 都 是 指 经 理 该 赚 
而 未 赚 到 的 钱 . 经 理 在 做 决策 四 ,要 尽量 避免 大 损失 ,追求 无 损失 ， 
小 损失 。 只 有 经 理 的 决策 为 最 优 时 ,损失 才 会 为 崔 。 

二 ,损失 函数 

存 一 个 炭 策 问题 中 假设 状态 集 为 8@= 19) ,行动 集 为 一 
{a) ,而 定义 在 日 XA4 上 的 二 元 消 数 LL(8,a) 称 为 损失 函数 ,假如 它 
能 表示 在 自然 寞 (或 社会 ) 处 于 状态 8, 而 人 们 采取 行动 a 时 对 人 
们 引起 的 (经 济 的 ?损失 .。 它 与 收益 函数 的 地 位 一 样 ,与 状态 集 和 行 
动 焦 组 成 决策 癌 题 的 三 要 素 。 

由 收益 函数 入 Ce@,a) 容 易 获 得 损失 臣 数 。 当 自然 界 ( 或 社会 ) 处 
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于 9 时 ,最 大 收益 为 maxQC0,4), 此 时 人 们 采取 行动 4 所 引起 的 


损失 为 
LO0,a) = max QW ,a) -- QO,a) (1.2) 


类 似 地 , 当 决 策 用 支付 孙 数 WC9,4) 度 基 时 ;出 于 它 是 越 小 越 好 ， 
自然 罕 ( 或 社会 ;处 于 68 时 的 最 小 支付 为 Sin) 。 而 人 们 采取 
aE 
行动 4 的 损失 为 
Da) 一 不 (al 一 min Wd,a) (4,3) 


a€ ey 


例 4.13 其 公司 购 进 一 批 货物 投放 市 场 ,大 购 进 数量 4 低 于 
市 场 需求 量 b( 即 a<6) ,每 旺 可 赚 15 力 元 。 若 购 进 数 基 a 超过 市 
场 需 求 量 49, 超过 部 分 每 吨 反 而 要 亏 35 万 元 。 由 此 可 写 出 其 收益 
通 数 
15a ， a0 
159 — 35(a — 6), a>0 

容易 看 到 ,在 购销 过 程 无 损耗 时 ,网 进 合 a 等 于 市 场 需求 景 
时 ,收益 达到 量 大 ,此 时 收益 为 Q@(9,a) 二 156, 再 根据 (4. 2) 式 , 立 
节 可 写 出 其 损失 函数 


Ll#,4} = | 


Qu) = | 


15(06— a), a 
35(a — 6, a0 

此 损失 也 数 表 明 ; 当 购 进 数量 4 不 超过 市 场 需 求 量 8 时 ,有 
15(6--a) 万 元 的 钱 是 该 赚 而 没有 赚 到 .这 是 一 种 损失 .。 当 购 进 数 其 
< 超过 市 场 需求 量 9 时 ,有 35(c 一 多) 万 元 的 钱 是 不 谍 邯 而 亏 了 ,这 
也 是 损失 。 

损失 函数 也 可 直接 从 决策 问题 的 研究 中 获得 。 

例 4. 14 某 制药 三 试制 成 一 种 新 的 止痛 剂 。 为 了 决定 此 新 药 是 
否 投放 市 场 ,投放 多 少 , 价 格 如 何等 问题 ,需要 了 解 此 种 新 的 止痛 剂 在 
止痛 剂 市 场 中 占有 率 0 是 多 少 。 这 是 一 个 经 营 决 策 问题 。 

在 这 个 问题 中 ,新 止痛 剂 在 市 场 的 状态 就 是 上 述 占 有 率 2, 所 
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以 状态 集 就 是 @ 一 1010 科 0 委 1) 一 [0.1]。 而 凑 策 者 所 要 采取 的 行 
动 只 不 过 是 选 … 个 a 作为 8 的 佑 计 值 。 这 个 值 当 然 也 在 [0,1j 之 
问 , 所 以 行动 集 .2 一 70,1]。 顺 便 指出 ,这 里 的 状态 9 可 用 一 个 实 
数 表 示 , 故 又 称 为 参数 .如 今 要 估计 2, 那 就 是 参数 估计 门 题 。 在 参 
数 佑 计 问 题 中 常 有 ,所 = 日。 

在 这 个 决策 问题 中 ,要 售 计 收益 较为 困难 ,我 们 改 用 直接 估算 
损失 。 大 家 知道 , 偏 低估 计 0 或 偏 高 估计 4 部会 给 上 党 来 的 损 
失 。 如 偏 低 估计 9 将 会 导致 供不应求 ,能 赚 到 的 钱 没有 赚 到 ,造成 
了 丁 厂 损失 。 而 仿 岛 估计 六 又 会 导致 药物 供过于求 ,会 给 .[ 厂 造成 更 
大 的 损失 。 因 为 供不应求 只 损失 应 得 到 的 利润 :而 供过于求 将 会 造 
成 库存 增加 ,资金 积压 ,原材料 和 设备 浪费 ,影响 再 牛 产 。 厂 长 认为 
殿 让 于 求 给 工厂 带 来 损失 要 比 供 不 应 求 的 损失 高 一 倍 , 即 偏 高 估 
计 2 要 上 比 偏 低估 计 8 给 圭 | 带 来 的 损失 高 一 售 , 假如 损失 与 19 一 a 
| 成 正比 ,那么 三 长 决定 采用 如 下 损失 函数 : 

ip—a ， 当 2 志 9 之 1 时 
和 2(ta 一 )， 当 0 过 9 一 “时 
有 了 这 个 损失 函数 ,加 上 状态 集 @= [0,1] 和 行动 集 4=L0,1], 就 
描述 了 这 个 新 的 止痛 剂 机 放 市 场 的 决策 问题 。 

三 .损失 函数 下 的 悲观 准则 

在 损失 聊 数 下 做 决策 就 象 在 收益 函数 下 做 决策 那样 有 许多 决 
策 准 则 ,只 要 把 “收益 傅 大 愈 好 ? 改 为 "损失 愈 小 愈 好 "后 就 可 把 
$4.2 所 孝 述 的 准则 搬 到 损失 函数 赴 使 用 。 得 和 常用 的 只 有 一 个 : 悲 
观 准 旭 与 先 验 期 望 准则 ,这 里 先 介绍 悲观 准则 。 

设 有 . -个 决策 亲王 , 它 的 状态 集 为 @= 19)} ,行动 集 为 .wx , 损 
失 函 数 为 地 9,a)。 这 时 悲观 准则 由 直列 一 步 组 成 : 

第 一 步 ,对 每 个 行动 a, 选 出 最 大 损失 值 , 记 为 

maxl, tO,a) EA 

第 一 步 , 在 所 有 人选 出 的 最 大 损失 值 中 再 选 出 其 中 最 小 者 ,假设 

这 个 最 小 者 能 找到 ,并 且 对 应 的 行动 为 w% , 则 a! 满足 
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min maxL(0 ,0) 一 maxL(O,a') (4.4) 
则 称 a' 为 悲观 准则 下 的 最 优 行动 。 

上 述 两 步 说 明 , 斐 观 准则 是 设想 最 坏 状 态 发 生 情 况 下 ,尽量 把 
损失 降 到 最 小 . 这 是 一 种 保守 策略 , 不 求 零 损失 , 伍 愿 少 损失 。 这 
与 收益 函数 下 的 翡 观 准则 具有 相同 的 策略 思想 ,但 两 种 悲观 准则 
在 决策 结果 上 未 必 一 致 。 

例 4.15 在 例 4.12 的 采购 决策 问题 中 ,其 收益 矩阵 与 损失 算 
阵 都 已 求 出 ,它们 是 (单位 : 干 元 ) 


1 Ur? Ua 1 dz Qs 
10 6 2 0 4 8]0 
Q= 3 4 2|, L=| 1 0 2|0, 
一 2.7 一 0.8 1 3.7 1.8 0J0, 


其 中 状态 ,如 ,9 分别 表 示 市 场 需求 量 是 高 .中 、 低 ,行动 1,az sas 
分 别 表示 采购 数量 为 大 批 . 中 批 ,小 批 。 

我 们 首先 对 收益 矩阵 Q 施行 悲观 准则 .。 

第 一 步 , 行 动 alyazvas 的 最 小 收益 依次 是 一 2.7, 一 0.8,1。 

第 一 步 ,在 上 述 王 个 最 小 收益 中 的 最 大 收益 是 1, 而 1 对 应 的 行动 
是 as。 因 此 在 收益 函数 下 悲观 准则 的 最 优 行动 是 采购 小 批量 (es 。 

若 对 损失 和 矩阵 工 施行 莫 观 准则 

第 一 步 ,行动 alyar,eas 的 最 大 损失 值 依次 为 3.7，4，8。 

第 二 步 ,在 上 述 三 个 最 大 损失 值 中 的 最 小 损失 值 是 3. 7, 而 
3.7 对 应 的 行动 是 c:。 央 此 在 损失 矩阵 下 悲观 准则 的 最 优 行动 是 
采购 大 批量 Cai) 。 

同一 个 决策 问题 ,德行 类 似 的 决策 准则 ,最 后 得 到 的 结果 不 
同 .。 这 个 差别 是 由 于 收益 矩阵 Q 改 用 损失 和 矩阵 工 后 引起 的 。 在 收 
益 护 阵 @@ 下 用 悲观 准则 做 决策 只 涉及 外 中 的 最 小 收益 ,而 对 较 大 
收益 和 大 多 少 从 不 问津 , 咱 在 损失 函数 工 下 用 翡 观 准则 做 决策 虽 
只 涉及 工 中 的 最 大 损失 。 但 此 最 大 损失 是 最 大 收益 与 最 小 收益 之 
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差 。 故 在 做 决策 时 用 了 较 多 信息 。 由 于 这 个 原因 ,使 用 损失 函数 做 
决策 更 为 合理 一 些 。 上面 的 例子 虽 属 人 为 ,但 能 把 此 种 合理 性 说 得 
更 明白 一 些 。 

例 4.16 茶 决 策 问题 的 收益 矩阵 (单位 :元 ) 为 


Ul 这 2 
19 2010 
110000 20'9, 


如 按 翡 观 准 则 做 决策 ,最 优 行动 为 ee。 显然 此 决策 不 理想 . 因为 采 
取 行 动 xz ,无 论 包 与 包 哪 个 出 现 ,决策 首 总 是 收益 20 元。 但 若 采 
取 行 动 ea, 虽 有 可 能 只 得 19 元 ,这 只 比 20 元 少 1 元 ,但 换 来 一 种 
机 会 (9, 发 生 的 宙 会 ) ,使 决策 人 可 得 10000 元 。 这 个 数字 对 人 们 是 
有 刺激 的 ,在 遂 常 情况 下 , 绝 大 多 数 人 是 愿意 用 1 元 去 换 这 种 机 会 
的 ,哪怕 这 种 机 会 不 大 ,人 们 也 愿意 这 样 艇 。 相 比 之 下 ,行动 a 要 
比 行动 az 更 合理 - - 些 ， | 
假如 把 收益 矩阵 Q 换算 为 如 下 的 损失 短 阵 


Ul 好 2 
1 1 010, 
Se 
0 9980! 0, 


再 按 翡 观 准 则 去 做 决策 ,其 最 优 行动 是 ai, 这 个 结果 是 符合 
人 们 的 心态 ,这 说 明 , 用 损失 函数 去 做 决策 ,常常 要 比 用 收益 函数 
做 决策 更 合理 一 些 ， 

四 .损失 函数 下 的 先 验 期 望 准则 

对 给 定 的 决策 问题 , 若 关 于 状态 8 有 先 验 信息 可 用 ,并 且 可 在 
状态 集 昌 =={9} 上 形成 -个 先 验 分 布 x(0), 则 可 使 用 先 验 期 望 准 则 
做 决策 

定义 4.3 对 给 内 的 决策 问题 , 若 在 状态 集 旭 上 有 一 个 正常 
的 先 验 分 布 x(9), 则 损失 函数 (0,a) 对 x(9) 的 期 望 与 方差 

Lla) = EL(O,a) 
Var[L(g,a)] = ELLGO,a)] — [EC0,a)} 


分 别称 为 先 验 期 纤 损 失 和 损失 的 先 验方 差 ,使 先 验 期 望 损失 达到 
最 小 的 行动 a 
Lia') maxL(a) 


qf 

称 为 先 验 期 望 准 则 下 的 最 优 行动 , 若 此 种 最 优 行 动 不 止 一 个 ,其 中 
先 验方 差 达 下 最 小 的 行动 称 为 二 阶 矩 准则 下 的 最 优 行动 。 

在 这 个 定义 中 首先 要 注意 的 症 : 只 能 使 用 正常 的 先 验 分 布 .不 
能 使 用 广义 先 验 分 布 . 其 次 应 注意 的 是 :损失 的 先 验 方差 常用 来 度 
基 雇 策 行为 的 风 陀 , 它 不 仅 在 先 验 平均 损失 发 生 要 等 时 可 用 来 挑 
选 最 优 行动 。 而 且 在 决策 中 有 重要 的 参考 价值 。 损 失 的 先 验方 卷 
小 可 使 决策 风险 减 小 ,方差 大 就 意味 着 决策 风险 大 ,有 时 决策 者 宁 
愿 增加 一 点 损失 ,也 要 和 争取 小 的 风险 ,最 后 ,从 内 叶 斯 观点 看 ,使 用 
用 合理 的 先 验 信息 ,对 决策 问题 做 决策 只 会 有 好 处 ,因此 要 努力 大 
收集 和 控 搬 各 种 先 验 信息 ,形成 先 验 分 布 。 

例 4.17 在 例 4, 12 中 提出 的 采购 决策 问题 蔬 导 出 如 下 损失 


矩阵 
Ql [2 Us 
0 4 819 
L=| 1 0 20 


3.7 1.8 0g, 
并 在 例 4. 15 中 用 悲观 准则 给 出 最 优 行动 是 a1。 即 应 大 批量 采购 ， 
在 那里 没有 用 任何 先 验 信息 ,如 今 公司 经 理 经 过 专家 咨询 后 认为 
木 米 市 场 对 该 商品 的 需求 量 是 中 等 ,不 会 太 高 ,更 不 会 过 低 , 据 此 
公司 经 理 用 主观 概率 给 出 如 下 先 验 分 布 分 布 
xO) = 0.2,760,) = 0.7,7(0,) 一 0.1 
用 此 先 验 分 布 串 以 算得 行动 a ,as,a; 的 先 验 期 望 损失 工 (a;) 和 损 
失 的 先 验 方差 VCal) 
了 al) = 1.07,L(as) = 0.98,L(aa) = 3.00 
Va) = 0.9241,V(as) = 2,.5636,V (a3) = 6. 60 
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比较 先 验 期 望 损 失 大 小 可 得 a:( 中 等 采购 量 ) 是 先 验 期 望 损失 准 
则 下 的 最 优 行动 。 考 虑 到 ul 与 a; 的 先期 期 望 损 失 仅 差 1. 07 一 
0.98 一 0. 09 ,而 ai 的 先 验 方差 费 比 a; 的 先 验 方差 小 得 较 多 ,为 避 
免 大 的 风险 ,a 亦 是 可 采用 的 行动 。 

例 4.18 在 例 4.14 中 给 出 的 新 药 市 场 占 有 率 9 的 佑 计 问 题 
中 已 给 出 如 下 损失 旺 数 
0—a, 当 ase<<1 时 
2(e 一 们 ， 当 0<0<a 时 
这 里 状态 集 @ 与 行动 集 .er 均 为 区 间 [0,1]。 

如 今 工 厂 厂 长 对 市 场 占有 率 9 无 任何 先 验 信息 , 故 采 用 [0,1] 上 
的 均匀 分 布 作 为 9 的 先 验 分 布 , 这 时 行动 a 的 先 验 期 望 损失 为 


L(9 ,0) 一 | 


| J)ad 
3 


1 
2 + 
一 4 2 十 7 


最 后 的 二 次 三 项 式 中 ,a 二 1/3 时 可 使 上 (a) 达 到 最 小 ,这 样 a 二 1/3 
就 是 先 验 期 望 准 则 下 的 最 优 行动 ,这 里 a=1/3 是 市 场 占 有 率 8 的 
估计 值 , 故 亦 可 记 为 6=1/3。 假如 这 个 行动 被 采纳 , 厂 长 就 要 按 此 
市 场 占 有 率 组 织 生 产 。 


$ 4.5 ”常用 损失 函数 


损失 丽 数 工 (0,a) 是 要 根据 实际 问题 而 定 的 ,但 不 论 在 什么 场 
合 ,今后 总 要 求 损失 函数 是 非 负 的 , 即 
Loa) 00E OaE .oy (4.5) 
这 等 价 于 把 最 小 的 损失 定 为 零 ,这 不 仅 不 失 损 失 函 数 的 含义 ,而 且 
对 今后 研究 带 来 方便 。 
当 8 与 a 第 为 实数 时 ,总 认为 行动 a 离 状 态 6 愈 远 而 引起 的 损失 
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愈 大 ,所 以 损失 函数 L(9,4) 应 是 距离 1a 一 9| 的 非 降 函 数 常 取 
LO0,a) = ADg( la — 0|) (4. 6) 
其 中 466) 二 0 ,上 且 有 限 : 它 反映 决策 中 由 于 4 的 不 同 ,即使 问 “个 侦 
差 la -8| 造 成 的 损失 常 不 一 样 , 调 g(t 是 1 的 非 降 函 数 ,最 常见 形 
式 是 
LBsu) = 40)|a 一 8 《4.7) 
其 中 名 和 常 取 非 负 整 数 . 最 常用 的 形式 有 如 下 名 种 ， 
1. 至 方 损失 函数 (名 4. 4) 
(Be) ~ (a 一 0 (4. 8) 
或 加 权 平 方 损失 冰 数 
ZL(g,a) = A (a 一 8): (4. 9) 
这 是 在 统计 决策 问题 中 用 得 最 多 的 损失 函数 ,人 们 喜爱 用 这 个 损 
失范 数 的 部 分 理 出 是 把 g(2) 在 零点 展开 成 Taylor 级 数 时 ,二 次 范 
数 是 -- 种 很 好 的 近似 。 另 一 部 分 理由 是 它 与 最 小 二 区 法 的 形式 相 
似 ,将 来 计算 方便 ,多 有 一 些 很 好 的 性 质 , 它 的 失 直 之 处 在 于 不 是 
有 上 界 ,致使 损失 随 着 偏差 es 一 0 增 大 而 接 平方 律 增 大 .直至 无 穷 ， 
这 会 使 人 很 担忧 。 
2. 线性 损失 函数 
kul(0—a), a 
LO,a) 一 ee 《4. 10) 
其 中 名 与 & 是 两 个 常数 ,它们 的 选择 常 芭 上 映 行动 a 低 填 状态 9 和 
高 于 状态 8 的 栓 对 重要 性 , 例 4.8 和 例 4.9 中 损失 函数 都 是 线性 
损失 少数 。 
当 二 时 ,就 得 绝对 值 损失 函数 (图 4.5) 
L(g,a) = |e 一 9| (4. 11) 
蔡 上 与 友 分 别 是 0 的 函数 , 则 得 加权 线 性 损失 未 数 
RO CO — a), nO 


a (4.12 
WP Ei , 
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+ ,四 


/NU 


0 la—0| la—8| 
图 4.4 二 次 损失 函数 图 4.5 绝对 值 损 和 失 函 数 
3，0 一 1 损失 函数 
0, |a WE 8| < 
了 24) = | {4.13) 
li,a—8|>e 


这 里 :是 正 数 ,这 里 0 与 ] 与 其 说 是 损失 大 小 ,还 不 如 说 是 有 无 损 
失 之 意 , 老 在 | 一 中 >e 场合 损失 需要 计 基 时 ,更 现实 的 损失 通 数 
可 能 是 有 如 下 形式 


L(0,a) = 全 I (4, 14) 
RO), |a-- 8| >€ 
其 中 (9) 守 0。 
4, 多 元 二 次 损失 汤 数 , 当 8 与 a 均 为 多 维 向 量 时 ,可 取 如 下 一 
次 型 作为 损失 函数 


LO,a) = (a—0'A(a— 0 (4,15) 
其 中 好 = (0 人 ,0,) yc 二 《an 人 :ab) 本 为 pxp 阶 正 定 阵 。 当 人 为 
对 角 阵 时 , 即 A 二 diag (os… ,wp), 划 此 元 二 次 损失 函数 为 


a 
L(0,a) = DV wla, ~ 0)? 《4. 16) 


其 中 诸 w 可 看 作为 各 参数 重要 性 的 权 数 。 
上 述 儿 种 损失 函数 大 多 用 于 状态 9 和 行动 a 都 是 连续 量 场 
全 ,市 当 8 和 4 都 处 于 有 限 场 合 时 ,常用 损失 矩阵 。 姑 阵 中 每 个 损 
失 可 从 实际 决策 区 题 中 求 得 。 
5,， “行动 线性 决策 问题 的 损失 应 数 
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在 实行 中 常会 遇 到 这 样 - -类 诀 策 问题 , 它 的 状态 和 是 连续 其 ， 
也 可 以 是 离散 量 ,而 行动 a 只 能 有 二 个 :接受 (ui) 与 拒绝 (ez)》, 在 
每 个 行动 下 的 收益 函数 都 是 状态 6 的 线性 函数 , 即 

b, 十 mo，a 一 ai 
QV,a) 一 人 {4. 17) 
以 上 三 要素 所 描述 的 诀 策 问题 称 为 - -行动 线 心 决策 问题 ,这 是 一 
类 既 人 简单 义 常用 的 决策 问题 ， 

例 4.19 甲乙 两 厂 生产 同一 种 产品 ,其 质量 相同 , 冷 售 价 也 
相同 , 现 两 厂 都 在 招聘 推销 员 , 但 所 付 报 柄 不同 ,推销 甲 三 产品 每 
公斤 给 报酬 3. 5 元 ;推销 乙 厂 产 品 每 公斤 给 报 本 3.0 元 ,但 乙 厂 每 
天 还 发 给 津贴 费 10 元 , 刻 聘 人 面临 二 种 选择 : 当 甲 厂 推 销 员 (al) 
和 当 乙 厂 的 扒 销 员 (ez) ,他 每 天 的 收入 依赖 于 每 天 的 销售 几 9( 公 
厅 ) 之 0 , 按 题 意 ,其 收益 画 数 为 (单位 :元 ) 

3. 50 ， & 一 上 
Goa) 一 
10 十 39， 忆 一 Ca 

这 是 一 个 二 行动 线性 决策 问题 

F 面 来 讨论 收益 国 数 54. 17) 的 损失 范 数 形式 ,在 这 类 癌 题 中 
两 个 线性 收益 函数 第 有 一 个 交点 ( 见 图 4. 6),《 阁 无 交点 ,一 直线 
平行 , 则 必 有 有 一 行动 葛 被 日 去 ,因为 它 的 收益 总 比 另 一 个 行为 低 ， 
是 非 容许 行动 )。 此 交点 容易 算得 名 = 《51 一 62)7/ (Cm 一 m1) ,并 称 
为 6 的 平衡 值 (点 )。 

为 了 确定 起 见 ,这 颗 假 设 za 六 maz ,这 时 在 名 的 左边 ( 见 图 
4.6)Q(C8a) Qiai) 故 在 02 时 ,由 (4 2) 可 得 w 和 wz 处 的 
L000) = maxQ 0,4) 一 GOai) 

= QO ,a) — QO ,41) 
(bs 一 下) 十 ma — me 
也 [Bass) 一 maxG(C2 ,2 ) -一 名 4c 一 0 


类 似 地 , 当 gb 时 ,Qt60Oa)>Q(ga), 故 有 


149 


QUB，qD= 呈 十 让 昌 


QO, t= +m,0 


0 多 2G 
图 4.6 线性 收益 函数 (mmm:) 
L001) = maxQ(0,a) — QO,a)=0 
L(O,us) ee — QV ,a2) 
所 (2, p,) Cm 一 pr}0 
综合 上 述 ,二 行动 线性 决策 问题 的 损失 项 数 是 
CPs 一 站) 十 (ar - m0. 
0， 0 > 0 
0， 2 去 
(hb) Gn md 
类 位 地 , 当 过 ms 时 亦 可 写 册 类似 的 损失 函数 。 
例 4.19 中 的 收益 湖 数 亦 可 改 与 为 损人 失明 数 , 为 此 先 求 出 平衡 
值 0,=20, 然 后 按 上 式 写 出 


10 -0.50.9 雪 20 
站 


1 
LOal) = : 


天 (Ce ) 一 


0， 9 > 20 
0， 0 二 20 
L(g,a) = 人 


\(— 10 0.30,0> 20 
§ 4.6 效用 函数 
一 .效用 和 效用 函数 


洱 型 已 缀 述 过 任何 一 个 决策 问题 都 必需 i 人 区 含有 二 个 基本 更 素 : 
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状态 集 日 = 19) ,行动 集 .w 一 {a} 利 定义 在 这 两 个 集合 上 的 收益 炒 
数 QC0,a) 或 损失 函数 (0,a) ,其 中 收益 入 或 损失 过 是 一 个 基本 
要 素 中 最 重 划 的 要 素 , 由 于 收益 和 损失 的 引 人 ,才能 对 决策 施 以 定 
量 分 析 ,可 在 两 个 或 两 个 以 上 行动 中 选择 最 优 行动 。 

在 确定 收益 区 数 或 损失 函数 时 常用 的 度 基 尺度 是 各 种 货币 单 
立 。 在 决策 问题 中 ,货币 当然 是 一 种 自然 的 度 其 尺度 ,容易 为 人 们 
所 理解 和 接受 ,但 规 实 此 界 中 有 限 多 例子 说 明 ,货币 森 必 是 度 最 行 
动 效果 的 合理 尺度 ,下 面 的 例子 可 以 说 明 这 一 现象 。 

例 4. 20 有 一 件 很 不 愉快 的 任务 , 辟 如 是 一 件 累 而 脏 的 工 
帮 , 完 成 它 后 可 得 100 元 的 报酬 .这 对 收入 不 高 的 人 是 一 项 够 好 的 
工作 ,但 对 收入 高 的 人 ( 锋 如 已 储蓄 百 方 元 的 人 ) 可 能 就 不 会 接受 
此 秆 务 这 是 因为 阿 是 100 元 ,在 收入 不 高 的 人 心目 中 的 价值 要 比 
收入 高 的 人 心目 中 的 价值 高 得 多 。 

此 种 价值 上 的 差异 {不 是 钱 的 多 少 ) 往 往 会 导致 不 同 的 决策 ， 
这 种 现象 在 现实 世界 经 常会 遇 到 , 璧 如 对 某 种 联 业 ,有 的 人 愿意 去 
做 ,有 的 人 却 不 感 去 做 ;对 音 己 的 钱 , 有 的 人 愿意 存 入 银行 ,有 的 人 
愿意 购买 债券 .还 有 些 人 愿意 购买 股票 或 购买 房产 ;对 某 项 投资 ， 
有 的 人 愿 冒 风险 去 投资 ,有 的 人 希望 稳妥 而 不 去 投资 ,诸如 此 类 决 
策 上 的 差异 大 多 是 由 十 价值 上 的 差异 引起 的 。 

上 上述 谷子 说 明 , 同 样 一 笔 钱 在 人 们 心目 中 的 价值 是 不 同 的 ,所 
以 钱 与 钱 的 价值 是 不 同 的 两 个 慨 念 , 今 后 我 们 把 钱 在 人 们 心 晶 中 
的 价位 称 为 效用 。 如 果 用 mx 表示 钱 , 用 表示 和 效用, 皂 术 效用 应 是 
钱 的 函数 , 即 1 二 CU Gm) ,这 个 函数 局 (mx) 称 为 效用 质数 ,其 曲 
线 称 为 效用 曲线 ,图 4. 7 是 -种 典 击 的 效用 曲线 , 当 m 二 0 时 、 
(0) 二 0, 以 后 UGm) 随 mm 的 增长 而 增长 ,其 增长 幅度 开始 较 大 ， 
亩 上 后 愈 来 合 小 ,譬如 , 当 和 在 4, 互 二 点 同样 增加 Am 时 ,效用 
UGm) 的 增长 帆 度 AL74 要 比 Arre 大 得 冤 。 即 对 说 一 50 增加 100 元 
与 对 天王 10' 元 增加 100 元 所 得 的 效用 是 不 同 的 ,对 前 者 的 效用 较 
大 ,而 对 后 者 几乎 没有 什么 效用 ,这 是 符合 人 们 的 实际 思维 的 。 
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由 于 决策 者 的 个 人 虱 格 .所 处 环境 以 及 对 未 来 展望 等 诸 固 素 

的 能 啊 ,不同 的 决策 省 对 同一 决策 问题 的 区 庶 不 一 定 相同 ,所 以 不 

何 的 决策 者 的 效用 国 数 一 般 足 木 同 的 ,即使 同一 个 决策 莉 , 由 于 时 

间 、 环 境 等 杀 件 的 变化 ,对 由 加 机 会 的 反应 也 不 一 定 相同 ,这 种 现 
象 在 现实 生活 中 也 经 常 遇 到 ,能 解释 这 种 现象 的 就 是 效用 函数 。 


4 ttm} 


~ 
m 


OO 4 4+Anm B B+Am 


-200 -]000) on 130600 uv 
4.7 效用 曲线 加 4. 8 经理 的 效用 曲线 


例 4.21 某 经 理 面临 两 个 合同 ai S az 的 选择 。 若 执行 合同 
ci 在 市 场 急 需 (0) 时 ,可 得 纯利 15000 元 ,在 市 场 疲 软 (0,) 则 要 亏 
20000 元 ;而 若 执行 合同 a;; 则 不 管 市 场 如 何 , 总 可 得 纯利 10000 
元 。 该 经 理 认 为 市 场 急 寓 的 可 能 性 很 大 ,其 发 生 概 床 x(9,)==0.9， 
而 x(0) 一 0.1, 这 就 是 市 场 状 态 的 先 验 分 布 , 据 此 ,可 获得 如 下 收 
益 延 阵 : 
S00D 10000 9, 
一 20000 10000/g, 
如 用 先 验 期 望 准则 ,经 理 必 须 先 计算 行动 c 和 a: 的 先 验 期 
望 收 益 : 人 (ai) 一 11500 元 ,人 Ca) 一 10000 元 ,比较 这 两 个 先 验 期 
望 收益 ,经 理应 选择 合同 al。 但 是 ,经 理 最 后 还 是 选择 了 合 回 az， 
并 解释 说 :ai 的 先 验 平均 收益 11500 元 不 过 是 选择 的 指导 ,但 如 
果 选 择 ,他 不 是 得 到 15000 元 就 是 亏 20000 元 :一旦 0; 发生 ,他 
将 无 法 承受 20000 泡 的 亏损 。 市 选择 wz, 则 不 论 包 还 是 入 发 生 ,都 
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能 确保 10000 元 的 收益 .由 于 经 理 怕 式 担 风 险 , 所 以 他 认为 选择 a， 
优 于 选择 a。 

如 何 解释 这 一 现象 ? 先 验 期 望 准则 无 法 解释 这 个 阿 题 , 但 用 经 
理 的 效用 曲线 (图 4.8) 可 以 说 明 这 个 问题 ,大 家 知道 ,15000 元 确 
比 10000 元 高 1. 5 倍 ,但 在 经 理 心 旧 中 ,15000 元 的 效用 不 比 
10000 元 的 效用 高 1.5 倍 , 只 是 略微 大 一 点 ,从 而 对 经 理 没有 吸引 
力 。 可 是 --20000 元 昌 只 比 10000 元 低 三 倍 , 但 一 20000 元 的 效用 
却 在 经 理 的 心目 中 要 比 10000 元 的 效用 低 更 多 倍 ,从 而 使 经 理 望 
而 生 芋 根据 对 经 理 的 调查 询问 , 测 得 经 理 在 一 20000 元 到 20000 
开 上 的 效用 曲线 (图 4.8) ,其 效用 值 定 在 0 与 1 之 问 , 在 这 条 禾 用 
曲线 了 可 测 得 

UC 20000) = 0,U (10000) = 0. 92,U(15000) = 0. 96 
然后 用 效用 什 米 蔡 代 原来 的 收益 值 , 得 和 效用 甜 阵 如 下 .: 

Ul ty A080) 
{0.95 0.9218， 0.9 
0 0.92108, 0.1 
最 后 再 按 先 验 期 望 蕉 则 计算 每 个 行动 的 先 验 期 望 效 用 
Ug) = 0.96 x 0.9+0x0.1= 0.864 
Tas) = 0.92 x 0.9 + 0,.92 XxX 0.1= 0,92 

比较 这 两 个 先 验 平均 效用 后 ,经 理 就 会 选择 先 验 平均 效用 大 的 行 
动 a;。 这 就 解释 了 “经 理 为 什么 选择 a2?” 这 个 问题 。 

这 个 例子 表明 ,效用 和 效用 函数 对 决策 是 很 有 作用 的 ,这 是 因 
为 决策 结果 是 由 决策 者 承担 的 ,决策 者 个 人 的 心理 因素 (如 对 风险 
的 态度 ,个 人 的 性 格 等 ;六 能 不 对 决策 过 程 发 生 重 要 的 影响 ,所 以 
次 策 就 会 带 有 一 定 的 主观 性。 效用 函数 概括 了 这 种 主观 性 。 但 也 
要 看 到 ,效用 函数 也 不 是 纯 主 观 的 东西 , 它 仍 然 含 有 一 定 的 客观 
性 ,这 不 仅 因 为 效用 大 小 取决 于 收益 ( 钱 ) 的 多 少 , 而 且 还 受到 决策 
者 当前 所 处 环境 ,本 人 条 件 等 客观 因素 的 影响 , 臂 如 ,一 -个 只 有 人 少 
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最 本 钱 ( 如 只 有 一 万 元 ?的 人 ,往往 不 敢 去 冒 亏 损 几 万 元 的 风险 , 因 
为 对 这 样 的 风险 造成 的 不 和 后 果 他 承受 不 了 ;而 一 个 拥有 数 干 万 
元 巨 资 的 企业 ,就 可 可 不 在 乎 地 去 凡 乞 损 几 万 元 的 风险 ,因为 即便 
出 现 这 种 不 利 后 果 , 对 企业 也 只 有 很 小 影响 . 正 因为 效用 唤 数 概 打 
了 - - 尘 的 主观 性 和 客观 性 , 它 在 决策 中 方 有 应 用 的 价值 。 

二 ,效用 的 测定 

由 前 面 的 叙述 可 见 , 直接 用 货币 金额 去 评价 一 个 决策 的 好 坏 
sai 因为 它 没有 有 反映 决策 阁 对 货币 的 态度 ,所 以 应 测 

货币 对 决策 者 在 某 特定 条 件 下 的 效用 ,再 用 效用 大 小 或 期 望 效 
fe i 决策 的 好 坏 才 是 较为 理想 的 

那 玉 ,应 如 何 测定 在 某 特定 条 件 下 货币 对 决策 者 的 效用 值 呢 ? 
这 方面 已 有 一 些 人 进行 过 研究 ,而 且 建 立 了 一 些 效用 理 兴 ,其 中 数 
学 家 冯 。 诺 人 各 曼 的 “新 效应 理论 “被 公认 为 十 至 今 测 定 效 用 的 较 好 
依据 。 这 里 不 想 介 绍 新 效用 理论 的 全 部 ,只 是 介绍 一 个 “等 效 行 
动 "概念 和 通过 一 个 例子 来 说 明 测 定 效用 的 方法 。 

两 个 效用 (或 期 望 效用 ) 相 等 的 行动 称 为 等 效 行 动 . 这 时 的 “ 行 
动 a 的 效用 ?是 指 次 策 者 采取 行动 < 所 获 收 益 m 元 的 效用 。 假 如 
一 个 行动 a 可 能 有 两 种 收益 my 和 zz ,并 以 概率 a 获得 收益 xi 
元 ,而 以 概率 1 一 a 获 收益 ws 元 ,那么 此 行动 的 期 望 黎 用 是 指 

aU (nm) 十 【1] 一 ao)U (mm,) 

例 4.22 某 人 有 一 万 元 ,可 以 存 入 银行 (41), 可 以 购 屎 国债 
(4z) ,也 可 以 购买 股票 (a;), 现 在 考察 这 三 个 行动 的 效用 。 行 动 ai 
和 az 前 是 肯定 会 获得 利息 的 ,是 没有 风险 的 行动 ,只 是 保值 国债 
的 利息 高 一 点 ,但 要 到 五 年 后 才能 提取 。 该 人 权衡 利 产后 认为 ,这 
两 个 行动 对 他 的 效用 没有 什么 差 别 , 假 如 有 人 劲 他 网 买 保 值 国债 ， 
他 就 会 去 购买 保值 国 全 , 假 如 另 一 个 人 动 他 去 存 人 银行 ,他 也 会 去 
存 人 银行 ,这 时 就 可 认为 al 与 as 是 等 效 行 动 。 

可 是 ,as 就 不 同 了 , 它 是 有 风险 的 行动 , 它 似 慨 率 a 获 收 苏 mm 元， 
而 以 概率 1 一 = 获 收益 mz 元 ,假如 其 期 望 效用 aU Cm) 十 (1 一 2U 
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《pz 与 在 入 银行 (ai) 的 效用 相等 ,那么 xs 与 ai 就 是 等 效 行动 。 

例 4.23 某 决策 者 外 到 一 决策 问题 ,他 可 能 获得 的 最 小 收获 
是 500 无, 最 大 收益 是 1500 元 ,下 耐用 调查 的 方法 来 测定 该 决 
策 者 在 [一 500,1500] 上 的 效用 曲线 ， 

首先 我 们 规定 C0) 二 0,0(1500)==1]。 由 于 效用 是 一 个 相对 
的 概念 .因此 这 两 个 效用 值 奈 则 上 可 以 任意 给 定 , 只 要 满足 (0) 
二 01500) 就 可 以 了 。 实际 下, 这 两 个 效用 值 叶 是 用 来 确定 效用 的 
原点 和 单位 ,只 有 在 相同 原点 和 单位 下 的 效用 才 是 可 比 的 。 

其 次 为 了 测定 m==500 元 的 效用 值 , 特 设计 如 下 两 个 行动 ; 

:以 概 深 a 可 获 0 元 ,以 慨 率 1- a 可 获 1500 元 

es: 肯定 获得 500 元 。 

然后 向 决策 者 提出 问题 ,a 取 何 值 时 ,你 认为 这 两 个 行动 是 等 
效 行 动 ? 假如 决策 者 同 答 是 “一 0.3, 则 立即 可 以 等 效 行 动 定 义 列 
出 如 下 方程 

UC500) = 0. 3D7(0) 十 0.7L7C1500) 

解 之 可 得 ,500)= 一 0.7。 假 如 决策 着 一 时 回答 不 内 上 述 问 题 ,可 
改变 问题 的 担 法 ,向 决策 者 提出 如 下 一 系列 问题 。 

(1) 匣 取 a 二 0.2, 你 将 会 选择 哪 一 个 行动 ,车 答 选 a 就 增 大 
ax 再 问 : 

《2) 若 取 a= 一 0.4, 你 将 会 选择 哪 一 个 行动 , 苦 答 选 ws 就 减少 
a, 绸 侣 : 

《3) 若 取 x=0. 3, 你 将 会 选择 哪 一 个 行动 , 若 答 两 个 都 可 以 ， 
这 表明 当 a=0. 3 时 ,这 两 上 行动 是 等 效 的 ,于 是 列 出 方程 :同样 能 
解 出 CC500) 一 0. 7， 

或 者 设计 个 “标准 袋 ”, 蛙 面 放 一 些 红 球 与 白 球 ,总 计 100 
只 。 诀 俩 者 从 和 袋 中 随机 抽取 一 只 球 , 苍 抽 得 红 球 可 得 0 元 , 若 抽 得 
白 球 可 得 1500 元 ,现在 与 决策 者 对 话 。 

测定 者 : 袋 中 全 少 有 多 少 红 球 你 才 愿 意 参 加 抽 球 博 穿 ? 

决策 者 , 袋 中 有 25 个 红 球 。 
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测定 者 : 袋 中 有 26 个 红 球 你 愿意 参加 吗 ? 

决策 者 ;愿意 。 

测定 者 :和 袋 中 有 30 个 红 球 呢 ? 

决策 者 :也 愿意 ,但 不 能 再 多 了 。 

这 时 x=0.3, 可 得 两 个 行动 等 效 。 于 是 列 出 方程 也 可 解 得 己 
(500) 一 0. 7。 

重复 上 述 过 程 ,就 可 测定 决策 者 在 [0,1500] 中 若干 个 xz; 的 效 
用 值 。 当 然 在 重复 十 述 过 程 中 ,不 - - 定 都 用 阅 王 0 和 x 二 1500 的 效 
用 丛 , 壁 如 ,在 测定 m==1000 的 效用 值 时 , 可 以 使 用 二 500 和 
mm 一 1500 的 效用 值 。 

接着 来 测定 w= 一 500 元 的 效用 值 ,由 于 mm 二 一 500 在 区间 
E90,1500] 之 外 ,因此 要 另外 设计 两 个 行动 , 壁 如 ， 

:以 概率 a 要 亏损 500 抑 ; 以 概率 1 一 o 可 获 1500 元 ; 

az: 肯 定 可 获 500 元 。 

然后 向 决策 者 提出 问题 :a 取 何 值 时 ,你 认为 这 两 个 行动 是 等 
效 的 ? 假如 决策 者 回答 是 =0.15, 则 可 从 等 效 行动 的 定义 列 出 如 
上 方程 

UC500) = 0.15U(— 500) 十 0.8577(1500》 

解 之 9 得 (一 500) 二 一 1 假如 决策 者 一 时 回答 不 出 上 述 问 题 ,可 如 前 
--- 样 改 闪 问题 的 提 法 ,再 向 决策 者 提 丫 , 直到 能 定 出 适当 的 a 为 止 。 

里 复 上 上 述 过 程 , 也 可 测 得 决策 者 在 [0,1500] 外 的 若干 个 mm 的 
效用 值 。 一 般 需 要 测定 6 到 10 个 效用 值 , 以 便 绘 出 效用 曲线 

最 后 还 需 恰 查 所 测 得 的 诸 效 用 是 否 具 有 一 致 性 ,这 可 对 任意 三 个 
效用 值 进行 ,等 如 对 (一 500) 二 一 1,U (C500) 二 0,7,U(1000) 二 0.9 
进行 。 由 于 一 500<500<<1000 ,所 以 一 定 有 一 个 «a, 使 得 

U500) = at7 (一 500) 十 《] 一 oa)C7(C1500) 

解 之 约 可 得 =0. 1。 这 表明 如 修 两 个 行动 是 等 效 的 

ai: 以 概率 0.1 要 气 500 元 ,以 概率 0.9 可 获 1000 元 

a2: 肯 定 可 获 500 元 。 
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4.9 ”决策 者 的 效用 曲线 


假如 决策 者 认为 这 两 个 行动 的 效用 差不多 ,那么 这 三 个 效用 信 的 
测定 是 一 致 的 。 类似 的 检验 可 进行 若干 次 , 若 每 次 问答 都 是 肯定 的 ,就 
可 认为 上 述 测定 结果 是 一 致 的 ,否则 要 作 适 当 调 整 ,直到 认为 一 致 时 
为 止 ,在 认为 所 测定 的 效用 信忠 一 致 的 之 后 ,就 可 把 这 些 效 用 值 点 在 
坐标 纸 上 , 并 用 一 条 光 背 曲线 联结 ( 见 图 4. 9) ,这 就 是 该 决策 者 的 效 
用 曲线 , 从 这 条 曲线 上 可 以 找到 该 决策 者 在 各 个 收益 值 的 效用 值 ， 
也 可 找到 该 决策 者 看 各 个 效用 值 的 收益 值 。 

三 、 效 用 尺度 

效用 是 一 个 相对 概念 , 它 的 值 是 在 相互 比较 意义 上 存在 的 。 对 同 
一 决策 者 来 说 ,只 要 任意 两 点 (如 UU(0) 和 (1500)) 效 用 值 被 指定 其 
它 任何 点 的 效用 值 衬 少 在 理论 上 也 将 被 难 一 确定 ,这 意味 着 在 符 标 条 
中 ,效用 原点 可 任意 选择 ,效用 尺度 可 任意 改变 ,而 不 会 影响 决策 结 
果 。 我 们 对 有 限 个 行动 和 有 限 个 状态 场合 来 具体 说 明 ， 

没 一 决策 问题 有 2 个 行动 a1sazr* dns 和 种 状态 9 ,0;， 
‘bo 当 来 到 行 动 2 时 以 x(60;) 的 概 举 获 益 Qiy ,二 1 2, yn 5j 一 
1,2，… 这 里 之 1x(b) 一 1。 设 在 一 种 效 尺度 下 行动 w 的 效用 其 
望 值 为 z 王 1, 2 ， 则 
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过 Mr (Ou (Qs) 下 二 


所 请 原点 与 尺度 可 任意 选择 ， 在 数学 上 可 表示 为 对 原 效 用 的 线性 
变换 ,去 设 原 效 用 为 xm): 则 新 将 用 为 

a (Cm) =- a oo baum) 
上 其 中 ,wb 缘 为 负数 , 且 2>0。 设 ai 的 新 必用 期 户 为 wj,; 则 

Wj -= DY rc, yee (Bi)) 


k=1 


= xb)La + bu (Qu)] 
1 


一 2 十 6 > rb )u (04) 


一 & 十 2ziy7y 一 1 2……y77 

可 见 新 效用 期 望 值 a'; 是 原 效用 期 望 值 x 的 单调 增 函 数 , 则 w 过 
加 或 减少 ,wi; 也 按 …- 定 比例 增加 或 减少 ,这 样 是 不 会 影响 决策 的 
最 后 结果 。 

四 .常见 的 效用 曲线 

效用 曲线 的 形状 很 多 ,但 常见 的 效用 曲线 有 如 下 四 类 

1 直线 型 效用 曲线 

如 图 4. 10 所 示 , 此 类 效用 曲线 表明 ;收益 与 其 效用 成 线性 关 
条 , 它 对 任意 的 waC0<a<1), 有 

Ufam 十 《1-- emz] = aU mma) + (1 — oOU Cs) 

其 中 mi 和 ms 是 任意 给 定 的 两 个 收益 值 , 上 式 表 明 : 收 益 期 望 值 
的 效用 等 于 收益 效用 的 期 户 值 。 收 益 效用 期 望 值 最 大 的 行动 也 必 
是 收益 期 望 值 最 大 的 行动 。 因 此 , 持 有 直线 型 效用 曲线 的 决策 者 ， 
是 对 风险 无 所 谢 的 人 ,这 种 人 对 风 恰 大 小 在 态度 上 表现 无 所 区 别 。 
每 一 点 的 收益 与 亏损 对 他 的 效用 的 增 减 都 是 相当 的 ,这 是 -种 富 
豪 所 拥有 的 典型 态度 , 茶 些 大 公司 常 抱 此 类 态度 ,对 这 类 人 就 没有 
必要 去 寻求 效用 曲线 六 ,他 可 旦 接 用 收 蕉 期 望 值 来 选择 最 优 行动 。 
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图 4.10 直线 型 效用 曲线 图 4.11 上 刁 型 效用 曲线 

2. 上 上古 型 效 几 曲线 

如 图 4. 11 所 示 ,此 类 效用 曲线 开始 时 效用 值 增加 较 快 ,随后 增 
加 速度 越 来 起 小 ,根据 二 凸 滑 数 的 性 质 ,对 任意 的 at0 过 a 过 1) ,有 

Ulam + (1 Oo— oom] > aU Gn) 二 (CO— oOU (rm,) 
其 中 避 和 ms 是 任意 给 定 的 两 个 收益 值 . 假如 根据 此 不 等 式 黄 端 
的 含义 各 构造 -个 行动 : 

Ql: 以 概率 a 获 mm 元 ,以 概 闪 1 一 a 获 1 元; 

c 妇 : 片 定 获 kw 一 ar 十 (1 Qa)m; 元 。 

那 林 此 不 等 式 表明 : 持 有 上 荆 凸 型 效用 曲线 的 次 策 痢 总 是 选择 
行动 wa ,因为 a; 的 效用 总 高 于 a 的 效用 。 容 易 看 出 ,al 是 有 风险 
的 行动 ,az 是 无 风险 的 行动 ,决策 者 往往 对 无 风 哈 行动 是 感 兴 i 
的 ,而 对 有 风险 行动 是 上 天 晋 的 ,他 对 地 损 特 别 敏感 ,下 对 较 大 收 巷 
反应 让 钝 ,即使 有 较 大 可 能 获得 高 收益 的 行动 al ,他 还 是 选择 保 
蛤 行动 a2, 所 以 这 类 曲线 羡 称 为 保守 型 效用 曲线 。 人 人 和 们 作 过 调查 ， 
大 多 数 普 通 人 在 大 部 分 时 间 里 都 是 持 此 类 效用 曲线 。 勾 如 退休 基 
金 公司 的 经 理 也 都 持 此 类 效 曲 线 ,| 国 为 对 他 们 来 说 ,风险 就 意味 帮 
退休 人 员 领 不 到 退休 人 金 或 少 领 莫 休 人 金 , 这 将 会 影响 社会 安定 。 

3. 下 山 型 效用 炳 线 

如 图 4. 12 所 示 , 此 类 效用 曲线 开始 时 效用 值 滴 加 较 慢 ,随后 增 
扩 速 度 越 来 越 大 ,根据 下 古 铺 数 的 性 质 , 对 -任意 的 a(t0 之 a 之 1), 有 

Uam 十 (1 Oo am | aU mi) dt (1 — a)U (ms) 
]59 


其 中 mw 和 mm; 是 任意 给 定 的 两 个 收益 值 , 假 如 根据 此 不 等 式 西端 
的 含义 构造 如 前 一 样 的 两 上 行动 , 那 未 此 不 等 式 表 明 , 持 有 下 凸 型 
效用 曲线 的 决策 者 总 是 选择 有 风险 的 行动 a. ,只 要 有 一 线 希 望 ， 
此 决策 者 敢于 冒 风 险 去 争取 高 收益 .他 对 高 收益 是 特别 敏感 的 ,而 
对 亏损 比较 迟钝 ,所 以 这 类 时 线 又 称 为 冒险 型 效用 曲线 。 持 这 类 效 
用 曲线 的 人 常常 基 不 顾 后 果 的 ,或 宁愿 投机 结果 的 期 望 值 是 负 的 ， 
也 不 愿 保持 现状 ,为 非 高 额 收益 是 不 顾 获 得 这 项 收益 的 福 率 非常 
小 的 这 一 事实 。 一 些 投机 商 和 开发 商 常 倾向 于 此 类 效用 曲线 。 
4. 混合 型 的 效用 曲线 
如 图 4. 13 所 示 , 此 类 效用 曲线 在 收益 m 过 mo 时 是 下 西 的 , 决 
策 者 是 敢于 冒险 的 ,在 收益 值 m>m 时 是 上 凸 的 ,决策 者 是 保守 
的 。 企 损 点 ms 处 就 是 决策 者 由 骨 险 转 为 保守 型 的 分 界 点 所 以 
这 类 曲线 又 称 为 拐点 型 效用 曲线 .有 人 作 过 调查 ,相当 一 部 分 人 
Um um 1 


aU (m0) + (1— UR) [eee 


如 mo ml 


图 4.12 下 呈 型 效用 曲线 图 4.13 混合 型 效用 曲线 
持 此 效用 曲线 。 季 实 上 ,一 般 情 况 下 ,一 个 人 也 并 非 一 点 也 不 敢 冒 
险 ,有 些 决 策 者 对 在 他 能 承受 范围 内 的 风险 还 是 敢 冒 险 的 ,超过 了 
他 的 承受 能 力 , 就 变 为 保守 型 了 ;另外 一 些 决 策 者 ,在 他 渴望 得 到 
一 笔 钱 时 ,也 会 孤注一掷 ,敢于 采取 冒险 行动 ,但 一 旦 得 到 这 笔 钱 
后 ,就 唯 恶 失去 它 , 从 而 转向 保 * 型 了 。 

从 上 述 四 类 效用 曲线 可 以 清楚 看 到 ,效用 曲线 实质 上 反映 了 决策 
者 对 于 风险 的 态度 : 持 有 直线 型 效用 的 决策 者 对 风险 持 中 立 态度 ; 持 
上 凸 型 效用 曲线 的 关 策 者 对 风险 持 厌 晋 态度; 持 下 凸 型 效用 曲线 的 决 
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策 者 敢于 冒 风险 去 追求 高 收益 ; 持 混 合 型 效用 曲线 的 决策 者 对 风险 的 
态度 随 收 益 增加 而 出 退 求 转 为 厌恶 。 因 此 ,效用 不 仪 反 映 了 决策 者 的 
价值 观念 ,也 是 决策 者 对 待 风 险 态 度 的 数量 化 表示 。 所 以 有 时 用 效用 
作 决 策 时 ,更 能 反应 决策 者 的 思想 、 愿 望 和 性 格 , 在 使 用 效用 曲线 时 要 
注意 ;效用 曲线 一 般 被 认为 是 有 时 限 的 ,在 条 件 许 可 的 情况 下 , 作 决 策 
应 用 效用 函数 来 代替 金 线 意义 下 的 收益 与 亏损 。 

五 .用 效用 函数 作 决 策 的 例子 

例 4. 24 为 生产 新 广 品 ,需要 建造 生产 线 ,生产 线 的 建造 有 两 个 
可 供 选择 的 方案 :一 是 从 国外 引进 一 条 生产 线 (a1), 二 是 国内 三 个 厂 
联营 建 一 条 生产 线 (az)。 采取 行动 a) 需要 投资 330 万 元 ,如 果 产 品 畅 
销 (9) ,年 收益 为 110 万 元 ;如果 产品 带 销 (8:》 ,年 亏损 为 22 万 苑 。 采 
取 行 动 xs 需要 投资 176 万 元 ,如 果 产 品 畅销 ,年 收益 为 44 万 元 ;如 果 
产品 滞销 ,年 收益 为 11 万 元 ;两 者 使 用 期 都 为 10 年 , 若 用 10 咎 累积 
收益 值 减 去 投资 额 作为 行动 的 总 收益 值 ,而 且 估 计 在 此 期 间 ,产品 
销 的 可 能 为 0. 7 ,如 何 对 此 问题 作 决 策 呢 ? 

容易 算得 10 年 收益 矩阵 5 单位 :万 元 ?为 


tl uy 
=- 770 264 12， 
一 550 一 661!8, 


该 决策 问题 的 最 大 收益 为 ?770 万 元 , 基 大 亏损 为 550 万 元 , 先 规定 
效用 值 为 区 (一 550) 一 0,C74770) 一 1, 然 后 如 上 所 述 ,通过 与 决策 
者 对 话 的 调查 方法 , 画 出 该 决策 者 的 效用 曲线 ,如 图 4. 14 所 示 ,由 
效用 曲线 可 找 出 对 应 于 264 的 效用 值 为 0. 91 ,对 应 于 --66 的 效用 
值 为 0.65, 对 应 收益 拖 阵 的 效用 手 阵 如 下 : 


Ql [2 

1 0.91'0 
斌 入 | 

0 0.65! 0, 


由 此 立即 可 算得 a 与 «2 的 期 望 效用 分 别 为 
Ua) 一 0.7,77(az) 一 0.832 
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一 550 68 154 264 


图 4.14 该 决策 者 的 效用 曲线 
故 应 选 es 为 最 优 行动 , 即 由 国内 三 个 厂 联 营建 一 条 生产 线 。 另 外 
由 期 望 收 益 的 计算 可 得 ;Q(al)==374,G@(a) 一 165。 按 先 验 期 望 淮 
则 ,应 选 a) 为 最 优 行为 , 即 由 国外 引进 - -条 生产 线 ,。 而 该 决策 者 选 
择 了 行动 es, 对 效用 值 0. 832, 从 图 4. 14 上 上 可 求 得 对 应 收益 值 为 
154 万 元 ,出 收益 期 望 值 374 元 机 小 得 多 ,这 是 因为 该 对 策 者 属 保 
定型 ,他 不 愿 导 亏损 550 万 元 的 大 反 险 .如 果 诀 策 者 是 属 直线 型 或 
下 同型 效用 曲 讨 的 决策 者 ,就 会 得 到 按 先 验 期 望 准则 所 得 决策 相 
-至 的 结果。 

例 4.25 一 个 具有 200 万 元 资产 价值 的 商店 ,该 店 经 理 若 虑 
要 不 归 参 加 火灾 保险 ,保险 费 每 年 为 资产 价 侦 的 干 分 之 三 : 据 历史 
资料 , 访 商 上 店 每 生发 生火 灾 的 概率 为 0.002， 

该 店 者 保险 (a,) ,每 年 支付 200 万 元 的 于 分 之 三 的 保险 费 , 即 
仁 9.6 万 元 。 火 灾 发 生 C0;) 后 ,保险 公司 可 以 赔 傍 全 部 资产 ;着 不 
保 给 (4,), 每 年 可 节省 9.6 亡 元 保险 费 ,可 - 旦 火灾 发 竺 ,就 会 全 
部 烧 光 ,该 店 经 理应 承担 资产 损失 责任 。 根据 上 面 所 述 , 可 用 交付 
保险 费 后 折 剩 下 的 资产 价值 为 政 兽 ,得 收益 完 阵 如 下 (单位 ;万 
元 ) : 

Ul ;2 nr(0) 

_ [199.4 200129 0.998 

\ 199. 4 O00 0.002 
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《1) 者 按 直线 型 数 用 曲线 决策 ,根据 先 验 分 布 可 求 出 每 个 行动 
的 先 验 期 望 收益 为 Qkat) 王 199.4,5(e) 一 199.6 因此 ,最 优 行动 
为 尖 * 即 不 参加 保险 。 

据 些 决策 ,就 不 会 有 企业 去 参加 保险 ,但 事实 上 企业 大 都 会 参 
加 保险 ,这 是 因为 不 保险 的 风险 太 大 ,万 一 发 生火 灾 , 商 店 损失 惨 
日 。 秆 实 上 大 多 数 人 都 害怕 承担 这 类 风险 ，。 

《2) 阁 采用 保守 型 效用 曲线 决策 ,该 经 理 按照 采用 的 效用 也 数 
200 
来 重新 进行 决策 ,其 中 mx 表示 金额 数 , 单 位 ;万 元 

根据 收益 矩阵 可 算得 对 应 效用 筷 阵 如 下 

a) a x8) 
10.9985 1i0 0.998 
(i 9985 0!0, 0. 002 
利用 先 验 概率 可 算得 每 个 行动 的 期 望 效 用 为 (ae ) 一 0. 9985 ,已 
《az) 一 0.9980。 最 优 行动 为 ,该 商店 尺 参 加 保险 。 

如 (4.18) 式 的 效用 函数 是 人 们 长 期 观察 所 发 现 的 ,很 多 现实 
中 的 效 册 函数 与 某 些 曲线 的 函数 形式 十 分 相符 ,例如 

EC = bln(em 十 1), cc 全 一 1 和 
Um) = bm (cc— m); 
Ur 一 /mo Mb, bmb0, 

其 中 表示 金额 数 ,b,c 为 常数 ,它们 部 可 用 来 作为 效用 函数 ,与 
其 经 历 一 个 内 难过 程 来 调 可 效用 函数 Cm) ,还 不 如 在 上 述 函 数 
中 适当 地 选择 一 个 ,然后 用 最 小 二 乘法 来 确定 其 中 的 未 知 参数 . 即 
常数 2,e。 这 样 确 定 的 效用 函数 经 常 在 实际 中 得 到 使 用 。 

例 4.26 某 人 确定 他 的 财产 的 效 有 函数 为 

Um) = 0.62ln(0,004m 十 1) 
在 一 项 投资 (ca 中 ,他 以 1/3 的 概率 可 得 利 100 元 ,而 以 273 
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Um) = 《4. 18) 


的 概率 得 到 0 元 ,假如 他 把 这 笔 钱 存 入 银行 (as) ,在 同一 时 期 内 他 
可 得 100 元 利息 ,容易 写 出 此 人 的 收益 矩阵 和 效用 征 阵 
| 141400 1001 9 
站 1001 8, 
ai Qa» TH) 
' 0. 592 0. 20916 1/3 
| 
4 0, 20910 2/3 
其 中 (O01) 表示 投资 成 功 ,8 表示 投资 失败 . 按 先 验 期 望 准则 ,可 算 
得 先 验 期 望 效用 :77(e =0. 197,0U(as) 一 90. 209。 故 此 人 应 选 az， 
还 是 把 这 笔 钱 存 入 银行 为 佳 。 
效用 是 钱 ( 物 品 或 其 它 事 物 ) 在 人 们 心 肯 中 的 价值 ,这 是 一个 
高 度 抽 象 的 概念 ,理解 它 要 涉 太 不 少 社会 科学 和 自然 科学 的 知识 ， 
效用 和 效用 函数 的 慨 念 在 学 术 上 确实 有 起, 很 吸引 八 和 窗 十 刺激 
性 。 有 虽然 有 不 少 人 研究 它 , 获 得 了 一 些 成 果 ,解释 了 不 少 过 去 洒 能 
解释 的 问题 ,把 人 的 社会 活动 引 向 定量 分 析 阶 段 ,但 还 存在 不 少 问 
题 影响 效用 概念 的 广泛 应 用 ,一 个 最 突出 的 问题 是 效用 函数 如 何 
准确 地 测定 。 尚 需 继 续 研究 与 实践 ,但 不 论 如 何 , “效用” 仍 是 一 个 
重 引 松 念 ,从 事 决 策 矿 究 和 应 用 的 人 都 应 了 解 它 ,事实 上 人 们 都 在 
自觉 地 或 不 自觉 地 把 “效用 ”应 用 在 日 常 工 作 与 生活 中 ,我 们 详 不 
断 地 去 完善 它 。 
六 、 从 效用 到 损失 
效用 函数 UGn) 疏 钱 mm 的 函数 ,在 决策 问题 中 zx 就 表示 收益 
Q(0,4) ,收益 又 是 状态 2 和 行动 的 函数 ,所 以 在 决策 问题 中 效 
用 琐 数 应 是 状态 2 利 行动 a 的 两 数 , 即 
[0Oa) = ULQO ,a)] 
与 从 收益 到 损失 一 样 , 亦 常 把 效用 换算 为 损失 ,换算 公式 也 类 似 于 
从 申 访 换算 到 损失 的 公式 , 即 对 状态 集 旭 中 任 一 个 8 和 行动 集 .x 
中 任 一 个 a 的 损失 函数 定义 为 
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Q 一 


L(8,a) = supU (0,a) 一 (ga) 
器 如 在 例 4.25 中 ,中 效用 定 阵 己 容 易 换 算得 损 和 朱 生 阵 


tl As Ul 2 
1 | 0. 3 0, es | 09 0. 0, 
0 0. 209， ' 0.209 0 i!0, 
若 8 的 先 验 分 布 为 


xb) = 1/3,7r(0,) 一 2/3 
则 按 先 验 期 望 准则 可 算得 a 与 a; 的 先 验 期 望 损失 
Llai) = 0. 209 X 2/3 一 0.139, 工 (az) = 0.383/3 = 0, 128 
相 比 之 下 ,az 的 期 望 损失 较 小 , 故 xs 为 先 验 期 望 准则 下 最 优 行动 ， 
这 与 用 效用 消 数 做 决策 的 结果 相同 。 


习 题 


4.1 某 公 司 准备 经 营 - -种 新 产品 ,可 采取 的 行动 有 :大 批 、 中 批 和 小 批 生产 。 
市 场 可 能 出 现 的 销售 状态 有 :畅销 .一 般 和 灌 销 ,如 大 批 生产 ,在 畅销 8 
可 获 利 100 万 元 ,一 般 时 可 获 利 30 万 元 ,滞销 时 亏 氢 60 万 元 ;如 中 批 
牛 产 , 在 三 种 市 场 情况 下 可 闭 利 5 万 元 .40 万 元 和 六 损 20 万 元 ;如 小 
批 生产 ,在 一 种 情况 上 可 分 别 获 利 10 万 元 .3 万 元 和 5 万 元 。 
(1) 写 出 收益 矩阵 ; 
《2 在 悲观 准则 王 ,该 公司 的 最 优 行动 是 什么 ? 
(3) 在 乐观 准则 下 ,该 公司 的 最 优 行动 是 什么 ? 
(4) 若 乐观 系数 a 一 0.8, 该 公司 的 最 优 行 动 是 什么 ? 
4.2 某 作 家 准备 写 一 本 书 ; 为 此 要 与 出 版 社 签署 一 项 合同 ,合同 书 上 规定 每 
千 字 稿 醒 与 发 行 量 挂 绝 ,如 今 有 一 种 合同 书 w 与 a2, 发 行 量 也 分 二 .5 
刀 肝 以 上 58:2 万 周到 5 万 册 之 间 ( 印 :1 万 册 以 下 (多 ) ,两 仲 合同 书 
于 对 称 梧 (单元 :元 / 干 字 )] 规 定 如 仆 : 
RL Uz 
35 30]& 
包 一 |23 中 
17 13)6: 
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4. 3 


4. 5 


《1) 蔡 该 作家 对 中 己 的 创作 充 灌 信心 ,在 乐观 准则 下 的 最 优 行 吕 是 仆 


么 ? 
《2) 若 该 作家 对 自己 的 创作 把 握 不 大 :在 翡 观 准 则 下 的 成 优 行 可 是 什 
人 么 ? 


《3) 若 该 作家 对 吕 己 的 创作 有 七 成 把 握 , 愿 以 a 一 0.7 作为 乐观 系数 ,在 
折 中 准则 下 的 最 优 行动 是 什么 ? 

在 习题 4.1 中 . 若 己 知 市 场 销 售 状 念 为 畅销 ,一般 和 谐 销 的 搬 率 分 别 为 

0.6.0.3 和 0.1, 在 先 验 期 望 标准 下 该 公司 的 最 优 行动 是 什么 ? 

- 从 姑娘 自己 种 花 卖 花 , 她 每 晚 摘 花 第 一 天 去 卖 , 每 东 花 成 本 为 1 元 ， 

售 价 可 达 6 元 , 若 当 天 卖 不 掉 , 央 枯 蓉 而 不 能 再 未 。 据 经 验 妃 知道 一 天 

至 少 能 卖 5 束 鲜 花 , 最 多 能 卖 13 束 鲜 花 , 现 要 研究 她 前 一 天 晚上 采摘 

儿 束 鲜花 为 蕊 优 行 动 。 

(了 ) 写 出 状态 集 台 和 行动 集 .e。 

(2 写 出 收益 负数 , 列 出 收益 矩阵 。 

(3) 按 息 观 准则 依 定 其 最 优 行动 ， 

54) 对 乐观 系数 “的 不 同 伪 , 讨 论 卖 花 姑娘 利用 折 中 准则 决策 时 ,等 天 
应 采摘 上 儿 束 鲜花 为 好 ? 

在 习题 4.4 中 , 写 出 卖 花 姑娘 的 损失 邱 阵 。 并 在 如 下 先 验 分 布下 选择 县 

优 行动 。 

0 5 6 ? 8 9 10 


x(0) 0. 06 0.09 9,15 0.4 Q. 2 0,1 


4.6 已 知 如 下 收益 矩阵 &, 写 出 相应 的 损失 和 矩阵。 


4.7 


Ql dz 人 3 


9075 6050 le 


QQ 4515 3010 1505 | 6 
一 2753 -- 1835 — 917J6, 
已 知 损 失 和 矩阵 
Ql 要? 加 3 
0 100 250189, 
= 1300 0 中 
L 50 100 0， 
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4.8 


清 在 下 面 收益 矩 阵 @ 的 空位 上 填写 适当 的 数 子 


1 U2 kf3 
150 人 

Qs= 200 0 
50 


某 [ 网 天 -部 机 床 , 此 机 床 有 一 易 横 零件 。 戎 购 进 机 床 时 ,这 种 零件 作 

为 备件 网 入 ,每 个 250 元 。 机 床 使 用 三 第 后 即 被 渔 状 , 三 年 内 此 种 女 损 

堆 件 需 更 换 几 个 末 先 不 知道 ,如果 尖 多 了 , 剩 下 的 就 要 浪费 :如 果 买 少 

了 ,以 后 用 时 再 买 ,每 个 需 750 元 , 现 要 央 策 在 购买 机 订 时 应 同时 购 几 

个 备件 为 宜 。 

《由 写 出 支付 函数 Wt8,a)。 

《2 改写 为 损失 基数 ， 

《31 若 三 年 内 此 种 妃 损 宝 件 需 更 换 次 数 9 服 从 均值 为 4 的 泊 松 分 布 , 请 
在 先 答 期 强 报 失 淮 则 下 和 作出 癌 时 购买 此 种 易 损 鹤 件 的 最 佳 个 数 ( 提 
示 : 在 均值 为 41 的 沿 松 分 布 中 有 己 C06 委 12)=1.000). 请 看 油 松 分 布 
表 》 

(4) 若 “年 此 种 易 鬼 性 件 需 更 换 次 数 0 在 状态 集 @= 0,1,2,….12}. 上 
均匀 分 布 , 请 作出 类 似 决 策 。 

某 三 考虑 是 向 接受 外 单位 一 批 原 料 妥 工 问题 ,外 单位 提 市 两 种 加 工 蝎 

支付 办 法 。 

(1 如 果 如 上 的 废品 率 在 0 多 以 下 ,支付 加 工 费 100 元 / 吨 ; 如 果 加 工 
的 废品 率 在 10 多 到 20 多 之 间 , 支 付 加 了 费 30 元 / 吨 ; 如 果 加 工 的 废 
上 率 在 20 名 以 上 ,工厂 访 赔 楼 搬 失 费 50 元 / 吨 ， 

《2) 不 沦 加 工 质 其 如何, 支付 加 二 费 40 元 / 吨 。 

该 上 决策 者 根据 本 三 设 备 和 技术 力 基 认为 加 工 这 种 原料 的 废品 率 8 服 

从 由 塔 分 布 Be(2,14) ,请 问 采用 哪 一 种 收费 办 法 对 工厂 有 利 ? 


4. 10 说 一 行动 线性 扇 策 问题 的 收益 前 数 为 


18 十 200， 
一 12 258,8 一 av 

写 出 该 决策 问题 的 损失 函数 ,假如 8 服从 (0,10) 上 的 均 和 名 分 布 .请 在 

先 验 期 望 损失 最 小 的 原则 下 导 求 最 优 行动 。 

设 一 次 策 癌 晤 中 使 用 平方 损失 函数 


?= 


Q(B,a) 一 
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LOa) 一 (8 -- 0) 
在 给 定 先 验 分 布 <(9) 下 ,证明 :使 先 验 期 望 损失 量 小 的 行动 是 先 验 期 
望 。 
没 一 决策 问题 中 使 用 绝对 和 值 损失 函数 。 


4.12 
了 (al 一 12 4a| 
在 给 定 先 验 分 布 x(6@)? 下 ,证明 :使 先 验 期 望 最 小 的 行动 是 先 验 中 位 
数 。 
4.13 为 了 测定 某 人 的 效用 , 癌 他 提出 下 面 的 问题 : 
“行动 a 以 概率 p 获 益 mm 元 ,以 概率 1 一 获 收益 my 元 ;行动 a; 肯 
定 装 收益 zm 元 ,你 认为 当 mx 为何 信 时 ,行动 a 与 行动 as 等 效 ?” 
现 将 他 的 回答 记录 如 下 : 
Pp 121 ma nm 
0.5 300 一 50 195 
0. 75 300 一 50 255 
D. 25 300 一 125 
0. 02 人 300 45D 0 
0.5 123 0 SU 
由 上 表 可 知 ,该 人 的 各 种 经 济 活动 收益 都 介 于 一 50 元 到 300 元 之 条， 
不 妨 假 设 U( 一 50) 一 0。 {17(300) 二 1。 
(1) 根 据 上 述 回 答 , 计 算出 效用 曲线 上 若干 点 ,并 作出 该 人 的 效用 曲线 ; 
《2) 负 效用 曲线 找 出 150 元 的 效 王 值 是 多 少 ? 多 少 元 钱 的 效用 值 尼 
日 . 有? 
(3) 该 人 的 效用 曲线 属 何 类 型 ? 
4.14 请 考虑 寻 下 问题 ， 


al: 以 概率 0.6 获 80 元 ,以 概率 0.4 获 20 元 

az: 肯 定 获 收益 mm 元 。 

你 认为 当 mz 为 何 值 时 ,行动 a 与 az 等 效 ? 

al: 以 慨 率 p 获 80 元 ,以 概率 1 一 p 获 20 元 ; 

as: 肯 定 获 收益 56 元。 

你 认为 当 p 为 何 值 时 ,行动 ai 与 cz 等 效 ? 

试问 :(1) 持 直线 型 效用 曲线 决策 者 ,他 所 回答 的 mr 及 p 各 等 于 多 少 ? 
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4. 15S 


《2) 如 朵 决策 者 采用 上 上 上古 型 或 下 同型 的 效用 曲线 ,他 所 同 答 的 严 
及 户 应 在 什么 范围 内 ? 
荣 度 饭 经 钮 有 两 神 行 动 可 供 选 择 : 
wa :肯定 获 利 5 万 元 。 
az: 有 50 吕 把 握 获 利 10 万 元 ,有 50 多 可 能 亏损 1 万 元 ,试问 该 经 理 在 
以 下 的 情形 ,应 选 择 哪 -种 行动 ? 
(1) 用 斯 望 收 益 决 策 ; 
(2) 当 上 LO0=1047C5) 一 2 一 =1 时 ,用 期 望 黎 出 决策 ， 
(3} 对 原 效 用 作 线 性 变换 ; 
UU =2 二 +37 
用 新 期 望 效用 作 决 策 , 旦 比较 (2) 3) 的 决策 结 
莫 人 有 4 百 万 元 财产 ,考虑 是 否 参 加 火灾 保险 ,如 不 参加 保险 ,一 旦 发 
生火 灾 , 就 会 被 烧 光 ,如 参加 保险 ,每 年 需 付 财产 价值 的 0. 25 儿 的 保 
险 费 ,这 时 若 发 生火 灾 ,保险 公司 要 赔偿 其 全 部 损失 ,已 知 每 年 发 生火 
灾 的 概率 是 0. 002。 
(1) 若 此 人 按 直 线 效 用 曲线 决策 ,他 是 否 应 参加 保险 了 
《2) 若 此 人 按 如 下 效用 典 线 ; 
Um m+400—20 (--400<<m) 

其 中 避 表示 钱 ( 单 位 ;万 元 ),U (lm) 表示 效用 ,请 帮 此 人 决策 ,他 是 否 
应 参加 火灾 保险 ? 间 该 效用 曲线 属 何 种 类 型 ? 
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第 五 章 ” 贝 叶 斯 决策 


ss.1 贝 叶 斯 决策 回 题 


在 前 - 章 中 我 们 把 人 与 自然 界 ( 或 社会 ?的 博 蛮 问 题 归 纳 为 决 
策 问 题 , 它 含有 于 个 坚 素 ， 

(1) 描述 自然 界 ( 或 社会 ) 各 种 可 能 状态 集 @= {8}。 

(2) 描述 决策 者 可 能 末 取 各 种 行动 的 行动 集 ,二 {a}。 

C3) 评价 决策 者 所 取 行动 优 沙 的 损失 函数 L(0,a)。 它 是 定义 
在 昌 X.wz 上 的 一 抑 国 数 。 当 然 收益 函数 也 可 达到 类 似 目 的 。 介 这 
一 帝 主 要 使 用 损失 两 数 。 

在 前 一 章 中 我 们 还 看 到 , 仅 从 这 三 个 要 素 很 难 找到 一 个 较 理 
想 的 决策 方法 。 这 里 的 关键 在 于 缺少 对 白 然 界 (或 社会 ) 更 深入 的 
了 解 。 若 能 对 状态 集 @@== {0; 有 更 多 一 些 兴 识 , 将 会 使 人 们 的 决策 
水 平 提高 一 步 。 为 此 人 们 想方设法 从 白 然 界 或 社会 中 再 去 挖掘 各 
种 有 甫 的 信和 总 。 至 今 为 止 ,可 供 雇 策 使 用 的 已 归纳 为 旭 下 二 种 信 
息 . 

《1) 先 验 信 息 , 人 们 在 过 去 对 自然 界 (或 社会 ) 答 种 状态 发 生 可 
能 性 的 认识 .这 可 用 状态 集 @= 129) 上 的 一 个 先 验 分 布 x(9) 求 概括 
出 来 。 先 验 信息 已 在 前 面 使 用 。 

《2) 试 验 信息 或 抽样 信息 ,把 白 然 界 ( 或 社会 ) 的 状态 8 放 到 有 
关 的 环境 中 去 疯 察 .或 去 试验 ,或 去 抽样 ,从 获得 的 样本 中 去 了 饰 
当今 状态 9 的 最 新 信息 。 这 里 的 关键 就 是 要 确定 一 个 可 观察 的 随 
机 变量 XX, 它 的 概率 分 布 中 恰好 把 8 当 和 作 未 知 参 数 ,和 狩 如 是 眉 
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从 密度 函数 p(x 引 的 随机 变量 ,假如 对 关 作 次 观察 或 n 次 试 
验 , 所 得 的 样本 x 一 《x1,…zs) 可 看 作 蚌 从 分 布 p(x| 四 随机 抽取 得 
-个 坪 本 。 这 是 样本 的 联合 密度 函数 ( 即 似 然 冰 数 ) 


p(x10) = [Tacz10) 
3 一 1 


概 插 了 抽样 信息 (总 体 信息 和 样本 信息 ) 中 一 切 有 关 8 的 信息 。 
对 工 述 二 种 信息 的 使 用 情况 ,形成 不 局 的 决策 问题 。 
(1) 仅 使 用 先 验 信 息 的 诀 策 刚 题 称 为 无 数据 (或 无 样本 信息 ) 
的 决策 问题 ,在 第 四 章 中 对 这 类 决策 癌 题 已 作 了 较为 详细 的 讨论 ， 
(2) 仅 使 用 抽样 信息 的 决策 问题 称 为 统计 决策 问题 ,这 类 问题 
将 在 以 后 讨论 。 
(3) 先 验 信息 和 抽样 信息 都 用 的 决策 问题 称 为 贝 叶 斯 决策 问 
题 。 本 章 将 讨论 这 一 类 决策 问题 ，。 
例 5.1 某 于 上 的 产品 每 100 件 装 成 一 箱 运 交 顾 客 . 在 向 顾客 
交 货 前 面临 如 下 二 个 行动 的 选择 : 
al ;一 箱 中 逐 -检查 
: 一 箱 中 一 件 也 不 检查 
ee cl , 风 可 保证 交 货 者 时 每 件 产品 都 是 合格 品 。 
但 因 每 件 产 品 的 恰 查 费 为 0.8 元 ,为 此 工厂 要 支付 检查 费 80 元 / 
箱 。 阁 工厂 选择 行动 wc:, 工 上 可 免 付 每 箱 检 查 费 80 元 。 但 顾客 发 
现 不 合格 品 时 , 按 合 局 不 仅 允 许 更 换 , 而 用 每 件 时 支付 12.5 元 的 
赔偿 费 . 假如 用 4 表示 一 箱 中 的 产品 不 合格 率 , 则 容易 获得 工 上 的 
支付 函数 
wa 一 | 
”112.5X1000， au 一 ar 
其 中 86€ 0,1)。 这 是 一 个 典型 的 决策 问题 。 这 时 相应 的 损失 函数 
可 由 支付 函数 换算 得 
LC0,0)—| 80 一 12500， 0 
0， O00 


| . ee 
| _g041250， 0 和 
其 中 如 一 0.064。 
假如 工 上 从 产品 检查 部 门 发 现 ,该 三 产品 的 不 台 榴 贞 率 2 没 
有 超过 0. 12 的 纪录 . 若 取 区 司 (0,0.12) 上 的 均 久 分布 作为 0 的 先 
验 分 布 ,又 在 决策 中 使 用 这 个 先 验 分 布 . 则 就 构成 一 个 无 数据 的 决 
策 问 题 。 在 这 个 决策 问题 中 可 以 分 蜀 算得 行动 a 和 行动 a; 的 先 
Ee [cs 一 1250g)dg 


= 8. 33(800 一 12500i72) 
二 21. 32( 元 / 箱 ) 


时 D. 12 
Ee 33|， (一 80 十 12500)cd 


一 8.33L 一 80(0. 12 一生 ) 十 1250(0.12? 一 0)/2] 
一 16.33( 基 /7 箱 ) 
护 先 验 期 望 损失 愈 小 愈 好 原则 ,应 取 行 动 cz, 即 每 箱 中 一 件 部 不 
检查 可 使 工 上 损失 小 。 
假如 工 ) 决定 先 在 每 箱 中 抽取 两 件 进 行 袜 查 , 设 夸 为 其 不 合 
将 量 数 , 则 X~-2(2,0) 。 然 后 工厂 根据 和 的 取 值 (可 能 取 0,1,2 二 
种 ) 再 选择 行动 ea 或 行动 a:。 这 时 工厂 的 支付 函数 为 
80 ， &=a 
W (80,0)= | 
1. 6+12508 ， & 一 as 
相 闲 的 损失 图 数 为 
78. 4 一 12500 ， 0 三 加 
了 (al ) 一 
0 
0 ， Oh 
Lsan) | 
—78.4 二 12508 ， 06>0, 
其 中 四 一 0.06272。 此 种 利用 抽样 信息 的 诀 策 问题 就 是 统计 诀 策 他 
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题 。 若 再 使 用 0 的 先 验 分 布 UC0,0.12), 则 就 构成 一 个 由 叶 斯 决策 
问题 。 这 类 决策 问题 的 决策 将 在 下 一 节 中 涉及 。 
例 5.2 在 例 4,14 中 曾 讨论 过 一 种 新 的 止痛 剂 的 市 场 占 有 率 

9 的 估计 问题 ,在 那里 状态 集 @ 与 行动 集 .xx 均 为 区 间 [0,1]。 而 对 
9 的 偏 低估 计 Ca 过 外 会 导 禾 供 不 应 求 ,对 98 的 偏 高 估计 (a 沁 外 会 导 
致 供过于求 .这 两 种 情况 都 会 给 制药 | 带 来 损失 ,并 且 供 过 于 求 给 
工厂 带 来 的 损失 比 供不应求 的 损失 要 高 出 一 倍 。 假 如 此 种 损失 与 
19 一 a 成 正比 , 即 吕 得 如 下 损失 函数 

2(4—0), 0 a 

0—w ， al 
这 足 一 个 决策 问题 .假如 厂 长 对 市 场 占 有 率 0 无 任何 先 验 信息 , 故 
采用 [0,1] 上 的 均匀 分 布 作为 8 的 先 验 分布 。 采 用 此 先 验 分 布 作 决 
策 就 得 到 无 数据 的 决策 问题 ,在 讽 4.18 中 曾 在 先 验 期 望 损失 最 小 
归 求 下 获得 2 的 估计 值 8=1/3。 

如 今 | 长 为 获得 新 鲜 的 抽样 信息 特 关 定 试制 一 批 新 的 止痛 剂 
投放 到 一 个 地 区 ,并 在 该 地 区 做 广告 宣传 .然后 从 特约 经 销 药店 中 
得 知 。 在 = 个 购 闫 下 痛 剂 的 顾客 中 有 了 人 买 了 新 的 止痛 剂 。 这 时 
XX~b(n,0)。 假 如 厂 长 再 把 此 抽样 信息 加 入 到 无 数据 决策 问题 中 
去 ,就 愧 成 贝 叶 斯 决策 问题 。 一 般 说 来 ,抽样 信息 在 决策 中 基 很 于 
要 的 信息 ,获得 此 种 信息 的 花费 也 较 大 , 故 应 子 以 重视 和 利用 ， 

以 后 我 们 约定 ,一 个 贝 叶 斯 决策 问题 被 给 定 了 ,假如 已 知 

《1) 有 一 个 可 观察 的 随机 变 基 开 , 它 的 密度 函数 (或 概率 函数 )》 
p(x1) 依 赖 于 未 知 参 数 9, 且 8€9, 这 里 日 就 是 状态 集 ,通常 分 布 
中 的 9 上 邦 是 数量 (连续 其 或 离散 量 ), 故 义 称 6 为 参数 ,8 称 为 参数 
空间 。 

C2) 在 参数 空间 日 上 有 一 个 先 验 分 布 r(C0) 。 

(3) 有 一 个 行动 集 .xx = {a}, 在 对 8 和 做 点 估计 时 ,一 般 取 .x 二 
分 ,在 对 0 做 区 间 估 计时 ,行动 a 就 是 一 个 区 间 ,@@ 上 的 -- 切 可 能 的 
芝 僻 构成 行动 集 .wr 。 在 对 8 作假 设 检验 时 ,xy 只 含有 二 个 行动 : 
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Ld,2)= 


接受 Ca) 和 拒绝 Caz) 。 

《4) 在 加 X.- 只 上 定义 了 一 个 损失 丽 数 二 (0,a), 它 表示 参数 为 
0 时 ,决策 者 采用 行动 a 所 引起 的 损失 。 

从 上 述 可 以 看 出 ,一 个 贝 叶 斯 决策 问题 比 一 个 决策 问题 多 了 
二 件 东 西 , 一 是 先 验 分 布 ,二 是 总 体 分 布 。 从 此 总 体 分 布 抽取 一 个 
样本 xCzi,…rz) ,就 容易 获得 似 然 函数 。 男 外 ,从 贝 叶 斯 统计 看 ， 
-个 中叶 斯 决策 门 题 比 一 个 贝 叶 斯 推断 问题 多 一 个 损失 函数 。 或 
者 说 ,把 所 和 失 函 数 引 进 统计 推断 就 构成 员 叶 斯 央 策 问题 .这 样 就 把 
从 叶 斯 推断 与 经 济 效益 联系 起 来 了 。 以 后 将 按 后 验 平 均 损 失信 小 
愈 好 来 进行 统计 推 晰 。 从 而 形成 贝 叶 斯 决策 。 


8 5.2 后 验 风 险 准 则 


一 .后 验 风 险 
在 贝 叶 斯 决策 问题 中 如 何 做 决策 呢 ? 由 于 样本 的 引入 ; 既 给 我 
们 带 来 更 多 的 有 闫 8 的 新 鲜 信 息 : 但 也 给 我 们 增加 做 决策 的 复杂 
性 。 以 下 我 们 来 逐步 展开 这 个 问题 。 
首先 指出 ,在 中 叶 斯 次 策 问 题 中 很 容易 获得 后 验 分 布 。 事 实 
上 ,我 们 对 可 观察 随机 变量 斑 做 a 次 观察 ,获得 一 个 样本 Y 一 (Crl， 
…zx:)。 假 如 关 的 密度 函数 (或 概率 函数 ) 为 pCz| 扑 , 则 样本 x 的 联 
合 密 度 函 数 为 p(x|9)。 它 与 参数 空间 日 上 的 先 验 分 布 x(9) 结 合 ， 
用 有 贝 叶 斯 公式 即 可 得 在 样本 给 定 干 ,2 的 后 验 密度 函数 
rx) plx| x /mr) 
其 中 w(x) 为 边缘 密度 蚂 数 
六 | ec [Or d0 


就 如 第 一 章 那样 ,这 时 的 后 验 分 布 是 综合 了 总 体 信 息 、 样 本 信息 和 
先 验 信息 ,一 切 有 关 8 的 信息 都 综合 在 后 验 分 布 之 中 。 要 对 参数 6 
做 并 策 就 要 从 后 验 分 布 中 挑选 。 
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其 次 ,我们 史 损 失 函 数 LC9,a) 对 后 验 分 布 x(8|x) 的 期 望 称 为 
后 验 风险 , 记 为 RCalix), 即 
Rilalr)= EXCLL (0,«)] 
| 0 


| [Zsayak01x) ,6 为 连续 上 


这 处 后 验 趴 险 就 是 用 后 验 分 布 计算 的 平均 损失 , 它 在 样本 < 给 定 
下 ,不同 的 行动 a 有 不 同 的 后 验 风 险 ; 而 在 行动 a 国定 下 , 料 本 r 
的 变化 也 使 后 验 风险 随 着 变化 。 下 曾 的 例子 能 很 好 说 明 后 验 风 险 
概念 。 

例 5.3 在 例 5.1 的 产品 检查 阿 题 中 ,规定 从 每 箱 产品 中 随机 
抽检 二 件 , 得 到 一 个 样本 x= (zx,za) ,其 中 心 为 第 ; 件 产品 的 不 
合格 各 数 ， 显然 rb(1 ,8) 江 二 1,2。 并 有 目 xz= 二 x 十 Ys 为 8 的 充分 统 
计 基 ,上 且 荆 一 5(2.0) ,这 就 是 样本 分 布 。 万 外 从 历史 资料 得 知 :该 厂 
产品 的 不 合格 品 率 0 不 超过 0. 12。 且 取 均 匀 分 布 U(0,0.12) 作 为 
2 的 先 验 分 布 ,由 此 例 即 叮 得 x 与 8 的 联合 分 布 

lr) =e | 2 
其 中 cec=0, 12。z 的 边缘 分 布 为 
mz) = el 2) {90 一 ea8 


这 个 积分 并 不 复杂 ,但 要 在 x 给 定 下 才能 算出 ,为 此 在 x=0,1,2， 
情况 下 分 别 计算 


m(0) 二 el — Od =e cme tc/3] 
nn 


jC,z=0,1,2, 0<0<0, 12 


一 1--c 十 ci/3 一 0.8848 
xma(] ) 一 2c"!| od 一 0)d8 = 2c Le:/2 — es/3] 
0 


一 < 一 2c7[/3 一 0.1104 


m(3)= c | oa6 = C2/3 一 0.0048 
这 样 就 得 到 rz 的 边缘 分 布 


8 0 1 2 
mnt) | 0.8818 0.1104 0.0048 


接着 在 z=0,1,2 给 定 下 ,容易 写 出 8 的 后 验 分 布 
xr(01 z=0)=e 1(1. -0)/0. 8848=9. 4183(12) ,0<0<0.12 
fr 一 1 一 2 (1-—0)/0.1104 
一 150. 96620(] 一 四 ,0<<O<D. 12 
x z=2)=e /0.0048=1736.1111F ,0<<0<20.12 
最 后 在 损失 哺 数 


| 78.4—12508 ,8<0, 
La)=| 
,8 >, 
1 0 ,90 
La)=| pi 
一 78.4 十 12508 ,> 


下 进行 后 验 风险 RC41z) 的 计算 。 由 于 a 有 二 种 取 法 ,z 可 取 二 个 
不 辣 的 值 , 故 在 这 个 问题 中 后 验 风 险 有 6 个 不 同 的 值 ,这 里 计算 其 
中 2 个 ,其 中 届 二 0.06272 


6 
和 | (78.4 — 12500) X 9.4183(1 — 4d0 


i 


8 
9. 4183| (78. 4 一 1406. 80 十 2578. 4 


— 12500°)a8 
22. 2030 


计 


bv, 


i 


12 
Rtas|z 一 2) (— 78. 4 十 12500)0248 


1736. 1111 x | 


各 


一 1736.1111 X [~— 78. 48/3 + 12508 /4 
36. 8924 
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其 余 的 后 验 风 险 可 类 似 算得 。 现 在 6. 个 后 验 风险 列表 如 下 
表 5.1 例 5.3 的 后 验 风 险 


Rial| zx) I 
0 1 2 
ai 22. 2030 15. 0483 2.7986 
二 15. 6159 55. 9783 36. 8924 


如 何 从 表 5.1 上 按 后 验 风 险 最 小 的 准则 挑选 最 优 行动 尼 ? 假如 选 
xj, 那 么 在 zx=0 时 oa 的 后 验 凡 险 不 是 最 小 的 .假如 选 ez 那 么 一 
1:.2 时 的 后 验 风险 不 是 最 小 的 。 这 时 最 优 行动 应 随 着 样本 观察 
值 的 变化 而 变化 。 即 
2 X=0 
四 Ql; 工 一 1，2 

这 表明 最 优 行动 应 是 样本 xz 的 滑 数 。 为 了 准确 表达 这 一 点 ,需要 
决策 函数 的 慨 念 。 

二 .决策 函数 

定义 5.1 在 给 定 的 贝 叶 斯 决策 问题 中 ,从 样本 空间 
YX 一 {xz 一 (zt 到 行动 集 .sz 上 的 一 个 映照 8(x) 称 为 该 决策 
问题 的 一 个 决策 函数 。 所 有 从 XX 到 .se 上 的 决策 函数 组 成 的 类 称 
为 决策 函数 类 ,用 也 = {8(x)} 表 示 。 

从 上 述 定 义 可 见 , 当 行动 集 .er 是 某 个 实数 焦 时 ,上 述 决策 范 
数 就 是 统计 曙 . 可 决策 函数 还 允许 其 值 不 是 实数 而 是 某 个 行动 ,在 
无 数据 的 决策 问题 中 我 们 面临 的 是 行动 集 .x ,并 要 在 行动 集 .x 
中 选取 行动 x ,使 其 先 验 期 望 损失 (或 者 称 先 验 风险 ) 最 小 , 如 今 在 
由 叶 斯 决策 名 题 中 我 们 面临 的 是 决策 函数 类 万 ,要 在 厂 中 选取 决 
策 函 数 8(x) ,使 其 后 验 风 险 最 小 , 这 样 一 来 ,我 们 就 实行 了 从 行动 
a 到 决策 冰 数 SCr) ,从 行动 集 -sr 到 决策 函数 类 D 的 让 渡 。 

例 5.4 在 例 5,3 的 产品 检查 问题 中 所 涉及 到 的 样本 空间 X 
和 行动 集 -ez 分 别 是 

X 一 10,1,2)， .oz 一 falyaz} 
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其 中 2 上 “全 数 愉 查 ”,as 是 “ 除 抽查 外 一 个 也 不 检查 ".。 这 时 ,从 
到 .ez 上 的 任 -一 映照 者 是 该 问题 的 决策 郴 数 。 此 类 决策 函数 共有 8 
个 , 详 见 表 5.2 上 所 列 。 

表 5.2 例 5.4 的 决策 函数 


Tz 0 1 2 
S.CX) | 经 ! Ql 
Bo CX 你 | 好 1 三 2 
BCXY [| 人 ul 
SX} 如 1 G2 人 2 
OotX) cz a dl 
de CX) 2 1 Q2 
$+CX) 全 2 如 2 Ql 
Ga (X) az az Ca 


车 如 ;2Cr) 一 az 一 0,1,2 它 表示 无 论 祥 本 > 取 什 么 信 , 几 采取 
行动 wa:, 即 对 每 箱 都 全 数 检查 ,又 如 
az ， = 二 0 
G; (Zr) 一 
el ， 一 1:2。 
它 上 表示 在 x 二 0( 抽 查 二 件 产品 全 是 合格 品 ) 时 ,采取 行动 cz( 一 件 
都 不 查 )。 而 在 x 为 1 或 2 时 采取 行动 a1( 全 数 检查 )。 其 他 决策 消 
数 都 可 类 似 解 释 。 
从 表 5.1 上 可 以 查 得 每 个 决策 函数 的 后 验 风 险 , 攻 寻 对 
6i(z) 和 65Cz) 的 后 验 凤 险 分 别 为 
22. 2030， 工 一 0 
ar|s 0483， 一 】 
2.7986 ， 工 二 2 
15.6159,， Z 一 0 
0 9483， 工 一 ] 
2.7986 ， 工 一 2 
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比较 这 .二 个 后 验 风 险 可 以 看 出 ,有 
RC6, [TERG |r) ， z=0,1,2 
可 见 Cx) 要 优 于 51x)。 因为 后 验 风险 是 愈 小 僵 好 。 类 似 地 可 算 
出 其 它 几 个 朵 策 浙 数 的 后 验 风 险 , 在 进行 比较 后 就 会 发 现 , 无 论 样 
木工 取 什 么 值 ,6sCz) 的 后 验 风险 总 是 最 小 的 , 即 
有 (6 {+)—minR (7) | 六 > 
这 时 5(z) 束 是 后 验 风 险 最 小 的 决策 图 数 。 决 策 者 希望 使 用 它 。 
三 .后 验 风险 准则 
定义 5.2 在 给 定 的 中 叶 斯 决策 丫 题 中 忆 =16(xz) 证 其 决策 
函数 类 , 则 称 . 
RO|x)= EXCLCO SX] , xEXIEO., 
为 决策 田 数 6 一 8(x) 的 后 验 风 险 。 假 如 在 决策 函数 类 D 中 存在 这 
样 的 决策 函数 6 一 6 (x), 它 在 DD 中 具有 最 小 的 后 验 风 险 , 即 
RCS | 一 minRCSCz) |x) 
则 称 6 Cz) 为 后 验 风 险 准 则 下 的 最 优 决策 函数 ,或 称 贝 叶 斯 决策 
晒 数 ,或 员 叶 斯 般 。 当 参数 空间 @ 与 行动 集 .se 相同 , 均 为 某 个 实 
数 集 时 ,满足 上 式 的 6 (7) 又 称 为 8 的 贝 吓 斯 解 或 见 叶 斯 估计 , 常 
i 为 0 一 9(x) 或 On= Ortr), 
这 时 应 着 重 强调 的 是 定义 5.2 中 的 前 提 , 即 在 给 定 贝 叶 斯 决 
策 问 题 中 讨论 贝 呈 斯 解 或 贝 叶 斯 估计 。 所 谓 * 给 定 贝 叶 斯 决策 问 
题 " 主 要 是 指 给 正如 下 一 个 机 提 :: 
样本 x 的 联合 密度 函数 p(x10); 
参数 空间 @ 上 的 先 验 分 布 x(0); 
定义 在 介 X.ex 上 的 损失 函数 LL(9,a)。 
这 三 个 新 提 中 任 一 个 改 妆 了 ,由 叶 斯 决策 问题 就 改变 了 ,从 而 见 叶 
斯 解 或 页 叶 斯 售 计 也 会 随 着 改变 .顺便 指出 .这 里 用 的 先 验 分 布 允 
许 是 广义 先 验 分 布 ( 见 3. 4) ,因为 我 们 最 终 使 用 的 是 后 验 分 布 ,不 
是 直接 用 先 验 分 布 做 决策 。 
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例 5.5 没 x 一 (zxzo) 是 来 自 正 态 分 布 NC(0,1) 芍 一 个 样 . 
本 。 义 设 和 参数 9 的 先 验 分 布 为 共 固 先 验 分 布 No,r) ,其 中 rt 已 
知 。 而 损失 函数 为 0 一 1 损失 项 数 

LO 一 | 人 
1， 10--0|>>e 
要 求 参数 2 的 贝 时 斯 估计。 


在 例 1.6 中 ,我 们 已 求 得 在 给 定 样 本 观察 蕊 下 ,2 的 后 验 分 布 
ft8|lz) 为 正 态 分 布 N 3 jn 十 rr50 yn 十 庆 5- 对 任意 人 
决策 函数 3 一 8(x)E DD, 其 后 验 风险 为 

RO1x) = 全 zeeayrtelmal 


= PICIG 一 人 全 es) 
=1- PXI 一 站 | 挟 e) 
槛 使 上 述 后 验 风 险 最 小 ,就 要 使 上 式 中 的 条 件 概 率 最 大 ,由 于 捷 验 
分 布 x(8|z) 为 正 态 分 布 , 要 在 定 长 区 间 ( 长 度 为 2e) 上 的 概率 为 最 
大 ,SCz) 只 能 取 后 验 分 布 的 均值 。 即 在 此 场合 下 ,w# 的 只 叶 斯 估计 
为 
.6.(x) = Dx/ Cn 十 75?) 
它 与 经 典 方法 得 到 的 估计 薄 是 不 导 的 ,一 般 有 
OX) TT 
bz) 更 比 未 更 接近 于 0, 这 是 由 于 先 验 分 布 给 我 们 带 来 一 些 信 息 
之 帮 , 只 有 当 r 一 cc 时 , 才 有 6-Cr) 一 工 。 
例 5.6 在 新 的 止痛 剂 的 市 场 占 有 率 8 的 倍 计 问题 ( 例 4.14 
利 鲍 5.2) 中 己 给 出 损 拓 函数 
a | 2(0 一 0 ， 0<0<o 
| 0--6, 人 | 
药 厂 厂 长 对 市 场 占有 率 9 无 任何 先 蛤 信息 , 当 设 0 一 CC0,1)。 另 外 
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在 市 场 润 查 中 ,在 x 个 购买 止痛 剂 的 颐 客 中 有 xz 人 买 了 新 的 止痛 
谢 , 这 时 x~b(n,9)。 由 此 可 得 8 的 后 验 分 布 
x(0|7)= Betrtl,n -rt+1) 
项 在 我 们 在 后 验 风 险 准 则 下 对 8 作 晶 见 叶 斯 估计 。 
先 计算 任 一 个 类 策 甬 数 8==6Czr) ED 的 后 验 风险 


二 ACR CEDEL 


= 2 — Oxolr)d + | 00 一 6)rCglz) 
] [3 
40 
全 
= 引 (8 — rcOla)d0 + EIz) 一 


利用 积分 号 下 求 微分 的 法 则 ,可 得 如 下 方程 
Re = 3| CO)ae 一 ]= 二 0 


和 | ue 
| ,C91z)a0 = 


这 表明 所 求 得 9 一 6(z) 是 后 验 分 布 7(0|z) 的 1/3 分 位 数 。 
为 了 获得 最 后 的 数值 解 ,我 们 设 = 10 和 z 一 1, 这 意味 在 市 
场 调查 中 10 位 购买 止痛 剂 的 顾客 中 只 有 1 人 买 了 新 的 止痛 剂 。 这 
时 2 的 后 验 分 布 为 
rt0lz) 一 1100(] 一 9 0<<0<] 
它 的 173 分 位 数 3 满足 如 下 方程 


joa — gd = 1/330 
作 变 换 #* 王 1 一 9 后 ,上 述 积分 可 得 简化 , 即 
| — ul du = 1/330 
或 
0" 0" 1 


110 10 ]1 330 
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30(1- 0) 一 33(1 一 9 十 2 一 0 

车 令 1 一 8 一 ,上 述 方程 可 收 为 
30 人 一 33y8 十 2 一 0 

容易 验证 :函数 fy) 二 30y4 一 33y 十 2 在 区 间 (0.1? 上 是 严 减 函 
数 。 并 H f(y) 在 C0,1) 上 变 号 ,因为 了 7(10) 二 2,f(1)= 二 一 1.， 所 以 
fy) 在 (0,1) 内 有 唯一 的 守 点 。 利 用 数值 方法 容易 求 得 

f(0.892790)=0.000022375 

fC0.892795)= ~ 0. 000041373 
所 以 可 近似 认为 vy 一 0.8928, 从 而 $==0.1072 是 后 验 分 布 的 173 
分 位 数 。 这 表明 ,该 ) 新 的 止痛 剂 的 市 场 占有 率 8 的 贝 叶 斯 估计 为 
0.1072。 邯 新 的 止痛 剂 只 能 占 止 痛 剂 市 场 的 一 成 。 

例 5.7 设 样本 x 只 能 来 自 密 度 丽 数 polz) 或 pi(z) 中 的 一 
个 .为 研究 该 样本 到底 来 自 哪 个 分 布 ,我 们 来 考虑 如 下 的 简单 假 
设 的 检验 问题 ; 
Ho:x 米 日 pstz)}, Hoi:x 来 日 p(x) 

此 时 参数 空间 可 认为 是 四 一 10,1}, 它 只 含有 两 上 元素 , 其 中 
“6 一 0? 表 永 垃 来自 potz]3“9 一 1" 衣 孙 工 来 自身 (z)。 在 加 上 的 先 
验 分 布 可 设 为 


已 (9 一 0) 一 而， Pl(O=1)=n 
其 中 太 十 二 1。 由 贝 叶 斯 公式 可 算得 ;在 给 定 样本 x 后 ,9 的 后 验 
分 布 为 


Pox Io ES 


oCTIN TT pTIA 
PY EY TE 
PIXIN) 


po(xInot ptr 
在 这 个 假设 检验 间 题 中 也 只 有 接受 (用 0 表示 ) 和 拒绝 (用 1 
表示 ) 贞 个 行动 ,即行 动 集 .sr= {0,1}。 假 如 再 取 如 下 损失 凶 数 
Zi 1 站 一 1] 一 人 5 


一 1] 


其 中 
T82 


0， i 闫 J 
=| 1， i=j 
这 个 损失 函数 可 用 损失 窍 阵 表示 

2 一 0 24 一 1 
118=0 
ol 
即 决策 正确 就 元 损失 ,决策 错误 的 损失 为 1，。 
在 上 述 假设 下 ,可 算得 各 行动 的 后 验 风险 
Rla=01z)=P(8=11x) 
Rla=1|7r)= (0=0|x) 
根据 后 验 风 险 淮 则 ,可 找到 如 下 贝 叶 斯 决策 函数 


‘0 
r= 


PB=1|rx)<P(O=017x) 
Sd" (Xx)= 
l, Pl(8=1|x) 守 P90=0|7) 
O, DPCTD)TEI< 大 of 人)To 
$" (xz)}= 
(1 PXIR polr no 
在 如 (zz 天 0 时 ,还 可 改写 为 
ptr) To 
| " DC 
| 1， 名: 于 > 可 


‘ PCr)” A 
这 表明 : 贝 叶 斯 决策 函数 6" (zx) 所 决定 的 拒绝 域 
1t: No 

Wl | 
在 形式 上 与 Neyman-Pearson 引 理 给 出 的 拒绝 域 一 样 。 这 说 明 在 
简单 假设 对 简单 假设 的 检验 问题 中 经 典 的 最 优势 UMP) 检 验 相 当 
于 下 特定 损失 给 阵 下 的 俯 叶 斯 决策 函数 ,其 临界 值 是 二 个 先 验 概 
率 的 比值 。 
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$ 5. 3 党 用 损失 函数 下 的 贝 叶 斯 估计 


在 常 月 损失 国 数 王 乡 的 贝 叶 斯 佑 六 常 有 简单 形式 。 现 分 述 如 
下 。 

一 .平方 损失 函数 下 的 见 叶 斯 估计 

定理 5.1 在 平方 损失 函数 工 (9:6) 一 (G- 9 下 的 贝 叶 斯 
估计 为 后 验 均值 , 基 6x(z)? 一 已 (81x)。 

证 明 ; 在 平方 损失 薄 数 下 , 任 一 个 决策 函数 86=6Cx) 的 后 验 风 

EL(8—0:|xr]=6:- 23R(0) 7) EC |x) 

此 后 验 风险 最 小 仅 在 6sC7x) 二 E91x) 达 到 。 

定理 5.2 在 加 权 平 方 损失 函数 LL(8,6) 一 4(9) (6 一 9)* 下 .8 
上 的 内 吐 斯 告 计 为 


ELaAcG)9 | x] 
五 [AKC9) Ix] 


其 中 4(9) 为 参数 空间 8 上 的 正 值 函数 。 

证 明 : 类 似 于 定理 5. 1 的 证 明 即 可 得 。 

定理 5.3 在 参数 向量 = C60,… ,4) 的 场合 下 ,对 多元 二 次 
报 失 困 数 工 (8,5) 一 (5 一 9 QG -的 ,Q 为 正定 阵 ,8 的 贝 叶 斯 舍 计 
为 后 验 均值 向 量 


人 8) 一 


ECO, |x) 
r 
E(B x) 
证 明 ; 在 多 元 : -次 损失 函数 下 , 任 一 决策 铺 数 向 基 5Cx) = (6 
(x) D(x))! 的 后 验 风险 为 
E[C(5 一 806 一 的 | 二 
= EL(6 一 56) + (6 -— OT QULGG 一 5s) + (6s — 6)]} 
= (56— 6s) QE6— 6) + EL(5s — 0)'Q(5, — 0)1 
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stx) =ECOIx)S— 


上 式 最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 有 态 (6s 一 8|x) 二 0。 上 式 中 第 二 项 
为 常量 ,而 由 假设 QQ 为 正定 阵 知 , 上 式 中 第 :项 为 正 , 仅 在 
5 一 5s(x) 时 为 过 。 而 怡 在 此 时 后 验 风 险 达到 最 小 ,这 就 让 明了 定理 
5. 3。 
例 5.8 设 z*=(Cz…zo) 是 米 自 泊 松 分 布 
P(X) erm0 le 
的 一 个 样本 。 阁 0 的 先 验 分布 用 其 共 弦 先 验 分 布 Gota,), 即 
A 
六 Ca) 
其 中 参数 a 与 4 已 知 ,容易 看 出 ,在 样本 x 给 定 下 ,6 的 后 验 分 布 为 
nOix)ocot "lei, 0>0 
可 见 8 的 后 验 分 布 为 Ga(nz 十 gyn 十 习 ,其 中 玛 故 样本 均 们 。 
知 在 平方 损失 函数 下 录 找 2 的 贝 叶 斯 估计 , 则 其 为 后 验 均 值 ， 


(8) 一 外 le“, O00 


nz 二 a 
EI On(X) = | 
羡 可 把 它 改写 为 加 权 平 均 形式 
nn Aa 
a 


其 中 云 为 样本 均值 wx 和 是 先 验 均值 。 若 把 先 验 分 布 Caka) 中 尺度 
参数 4 看 作 伽 翅 分 布 中 记 含 和 的 信息 与 4 个 “样本 ?中 所 禽 2 的 信息 
相当 ,那么 上 述 加 权 平 均 中 的 权 数 就 是 各 自 样 本 量 在 总 样本 最 za 十 4》 
中 的 比例 。 当 样本 量 w 较 大 ,特别 是 wx 汪 沁 A 时 , 则 样本 均值 去 看 多 
站 斯 估计 中 起 主导 作用 。 当 样本 量 上 较 小 , 量 4 六 之 n 时 , 则 先 验 均 
值 a/4 在 贝 叶 斯 估计 中 起 主导 作用 。 这 些 解释 很 容易 为 人 们 接受 ， 
所 以 这 个 由 叶 斯 估计 是 合理 的 。 矢 如 二 400, 了 = 二 300/400= 二 0.75， 
而 上 腾 a 二 4 二 1; 则 在 平方 损失 函数 下 ,8 的 页 叶 斯 估计 为 
SGp(xz) 一 (300 十 1)/(400 十 1) 一 0.7506 

它 与 样本 多 值 0,75 相差 甚 微 。 

例 5.9 设 x*=(Cri…yzr) 是 来 自 均 匀 分 布 77(0,29) 的 一 个 样 
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本 ,又 设 8 的 先 验 分布 为 Pareto 分 布 , 其 分 布 函 数 与 窗 度 范 数 分 
蓝 为 


六 《一 工 一 cP )”， 有 > 


xf(9) 一 上 4/ 访 ， bh, 
其 中 0<a<1l 和 >0 为 已 知 ,该 分 布 记 为 Pala,6.)。 它 的 数学 期 
望 上 (0) 二 abo(a--1)。 
在 上 述 假设 下 ,样本 x 与 6 的 联合 分 布 为 


hx,0) — et, OZO ,i=l OT 
设 0 =max(zxi, "yn ,00) , 则 样本 x 的 边缘 分 布 为 


“ a a 
mlx) = i pri 一 Ca nr Or 
下 此 可 得 9 的 后 验 密度 函数 
bi 
et 


nm (Cx) Ft+nt+i ? 
这 仍 是 Pareto 分 布 Pala, 引 )。 在 绝对 值 损失 泪 数 下 ,9 的 风 时 斯 
估计 名 是 后 验 分 布 的 中 位 数 , 即 b 是 下 列 方程 的 解 。 
人 apr ds 
1 (gp.) 一 2? 
解 之 ,可 得 
如一 儿 X21Cel 


若 取 平方 损失 函数 , 则 8 的 贝 叶 斯 估计 b 是 后 验 均 信 , 即 
Bs 一 二 max(zi Ci ,ns Bo) 


这 个 估计 要 比 经 典 的 最 大 似 然 估 计 灵 =max(zy…,za) 要 大 一 
些 , 因 为 (a 十 n)/ (a 二 x 一 1) 半 1。 
例 5.10 设 某 产品 的 寿命 工 服 从 指数 分 布 ,其 分 布 函 数 为 
FOU)=1~—e “,， 1>0 
对 指定 时 间 4 后 该 产品 才 失 效 的 概率 Rio) = 二 P(tT' 之 t0) 二 e "成 
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为 该 产品 在 to 时刻 的 可 靠 度 。 现 要 设法 估计 可 靠 度 RG,)。 

设 对 个 该 产品 进行 奉命 试验 。z 个 产品 全 失效 需要 很 长 时 
间 ,一 般 达 到 事先 规定 的 失效 数 ( 铭 如 < 试验 就 停止 了 。 这 样 
的 寿命 试验 称 为 截 属 寿命 试 台 ,所 得 的 > 个 失效 时 间 特 委 拓 和 裤 …… 么 
二 称 为 次 序 样本 或 截图 样本 。 该 次 序 样本 的 联合 密度 国 数 为 


记 ( st, |A) = 区 二 lee [VT Oo FOYT 


n! 主 ， _ 
-一 … * Ar ACE de 一， A—r 
tn CO— rr)! Le 


、 
一 如 


= ce 

其 中 上 = /x 一 ?1,5 二 十 下 十 十 一)t 称 为 总 试验 时 间 。 
容易 获得 4 的 最 大 似 然 估计 多. 二 r/s。 十 面 我 们 来 寻求 和 的 届时 斯 
估计 。 

在 无 任何 先 验 信息 可 用 场合 ,我 们 首先 寺 求 4 的 Jeffreys 先 
验 。 由 上 述 次 序 拌 本 的 联合 密度 容易 写 出 对 数 似 然 

Zi 了 一 C 十 re 一 全 

它 对 4 的 前 二 阶 导数 分 别 为 


OaL rr 
dA A 
AQ:inf 了 
Be 
于 是 Fishe 信息 量 为 
TCD 一 一 如 | lnL | 一世 


按 Jeffreys 准则 ,4 的 无 信息 先 验 为 
A(AICCA !, A>0 
相应 的 后 验 密 度 为 4 记 t= (#1 ,1,)) 
x(Alt)ocA le * 
这 是 其 玛 分 布 的 核 . 即 4 的 后 验 分 布 为 合 到 分 布 Ga(r,s)。 若 取 平 
方 损失 困 数 。 虽 的 也 叶 斯 估计 为 
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4r 一 mA 
这 与 经 典 的 最 太 似 然 估计 相同 .这 表明 :在 这 个 问题 中 1 的 最 大 似 
然 估计 就 是 在 平方 损失 果 数 干 使 用 无 信息 先 验 时 的 贝 叶 斯 估计 。 
假如 有 更 适合 的 损失 函数 和 上 先 验 分 布 , 则 此 估计 会 得 到 改进 (网 例 
3)。 
需 转 入 讨论 可 靠 度 民 人 ()=e 的 员 叶 斯 佑 计 。 从 4 的 后 验 分 
布 T(4| 刀 可 以 获得 e “的 后 验 分 布 , 然 后 在 平方 损失 国 数 下 寻求 
其 后 验 分 布 。 可 按 概 率 法 则 ,用 e 六 对 rc 区 的 期 望 亦 可 得 到 结 
果 。 所 以 R(to) 一 e-% 的 中叶 斯 秸 计 为 
R(to}== Efe-*|t] 


Sy 


Tr) 
了 (六 


DOr) Gt) 


| ee da 
0 


I 


3 
s 十 上 


例 5.11 设 x 一 (zzo) 来 白 催 玛 分 布 Ce(7Y ,的 的 一 个 样 
本 ,其 中 7 已 知 。 其 期 望 为 E(x)==718 与 8 :成 正比 。 如 今 对 0 1 
有 兴趣 并 要 做 出 帖 计 ， 为 此 取 伽 志 分 布 Gala,8) 作 为 0 的 先 验 分 
布 。 容 易 获 得 8 的 后 验 分 布 
A (ON) ot er Ds +t, 0 
若 取 如 小 平方 损失 未 数 


1.(9,2)=- ,8 一 万 | 


—( 


则 8 的 贝 叶 斯 合计 为 
久 一 五 (|x) 
(Dz 十 en oat 
1 一 工 
Tlat 7) 


I ; e+ 一 teas+edg 
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本 站 


假如 取 如 下 尺度 不 变 损 失 消 数 


LC0,6)=0| 8 一 方 


它 将 不 依赖 于 测 基 的 单位 。 这 时 可 以 得 到 六! 的 更 恰当 的 估计 


ECH/O|x) 


本 二 ECF|x) 


[2 
| +? pa SritHh og 
0 全 


43》 习 
| EBP+r 一 le Ko 7 


社 


= 0 
例 5.12 设 x 一 (zyrn) 来 目 多 项 分 布 Mn;9,… ,9,) 的 


一 个 人 样本。 此 多 项 分 布 的 概率 分 右 为 
nn! tr 0 DIT = 


xi! 


pxid ,0,) = 
其 中 ,… ,6.) 的 花 先 验 分 布 为 Dirichlet 分 布 Dfa,…,a,)( 这 


是 推广 的 贝塔 分 布 )}。 其 联合 密度 函数 为 
On nO 0 Sl 


一 Qi ) 


Da 二 
Tm Kay) 
i 车 诸 i 已 给 
一 1 


x(A, 0 一 


其 第 4 个 分 其 0 的 期 望 为 Er0;) 一 Qi ac ,ao 
年 , 刚 0 要 0, 的 后 验 分 布 为 


ce 


r 


t=] 


这 仍 是 Dirichlet 分 布 有 (xi 十 "Xr 十 4) ,在 多 元 -次 损失 于 数 
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下 ,9; 的 贝 叶 斯 估计 为 


虹 XT, 二 人 
tig 三 Wh ] rr 


2 C+ 2) 
i=] 
很 如 取 二 … 二 & 二 1, 则 Dirichlet 分 布 退 化 为 单纯 形 


r 


分 一 (2 :> 一 1,0 之 0} 
i=] 
上 的 均匀 分 布 。 


i CO 18.) 二 全 
这 是 一 个 无 信息 先 验 分 布 。 这 时 8 的 由 叶 斯 估 i 为 


六 


Da tt CY tr) 


二 .线性 损失 函 教 下 的 贝 叶 斯 估计 

定理 5.4 在 绝对 但 损 大 国 数 L(2,6) 一 109 一 9 下 ,2 的 贝 叶 
斯 估计 kx 为 后 验 分 布 xC81x) 的 中 位 数 

证 明 : 设 为 x(9|x) 的 中 位 数 , 又 设 8=6(x) 为 86 的 男 一 信 
计 。 为 确定 起 见 , 先 设 >m。 由 绝对 值 损 失范 数 定义 可 得 


mi-- 个 ， BE 
也 (BT 一 天 (SG) 一 320 一 (十 72<D< 信 
6—m, SAO 


在 区 三 9 过 6 时 ,上 式 中 26 (mw 十 0) 过 26 一 《mm 十 人 二 5 一 py。 所 以 
上 式 为 


二 m—$, < 
A 和 
另外 ,由 中 位 数 定义 知 P(9 守 mx) 之 112 而 PCOSm|x) 之 1/2。 由 
此 可 得 
Rlm Xx) ROG|Xx) 

ey LA BA ey 

mn OPO 和 m+ {6m mpP@ > mlxr) 

m0 (mm)/2=0 


故 对 全 > 由 有 
Rm|x)EROG|x) 
类 似 地 ,对 6< 关 水 类 似 证 得 上 述 不 等 式 。 这 就 表明 :对 任 一 个 后 
计 SCxz) ,后 验 分 布 中 位 数 m 是 使 后 验 风 险 最 小 , 故 在 绝对 值 括 失 
函数 下 m 是 8 的 以 叶 斯 估计 。 
卜 面 的 定理 是 候 理 5.4 的 推广 。 
定理 5.5 在 线性 损失 聘 数 
(kot0—6), 6 
L006) =! 
[gO—0), 00 
下 ,8 的 幢 叶 斯 估计 6x) 为 后 验 分 布 x09| 训 的 有 o/h 到) 分 位 
数 
证 明 : 首 先 计算 任 决策 函数 =8(r) 的 后 验 民 险 


RCI 一 | LC0.0)a(0 le)d0 
一 | C6 — O(a + ke|, (0 — OncOlx)a 


= +k) 0 — Oc)de 二 (EC 一 
利用 积分 号 下 求 微分 的 法 则 ,可 得 如 下 方程 
RO 一 ( 十 如 zelz)ag 一 各 = 


上 ; 
| rcelzag 全 


这 表明 6 是 后 验 分 布 xC91x) 的 &/( 刀 十 如 ) 分 位 数 。 

例 5s.13 考虑 对 一 个 孩子 做 智商 测验 。 设 测验 结果 > 服从 正 
态 分 布 N(9,100) ,其 中 8 为 这 个 孩子 的 智商 ,。 如 果 过 去 对 这 个 孩 了 
做 过 多 次 的 智商 测验 ,从 过 去 结果 可 认为 的 先 验 分 布 为 正 态 分 布 
NC(100,225)。 由 此 可 获得 在 给 定 x 下 ,8 的 后 验 分 布 是 止 态 分 布 N 
CC400 十 97)/13,8. 32*:)。 如 时 这 个 孩子 在 这 次 知 商 测验 中 得 115 
分 , 则 8 的 后 验 分 布 完 全 确定 为 N(119. 38,8. 32’)， 
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在 估计 这 个 疲 子 的 乱 商 9 时, 若 认为 低 售 比 高 估 的 损失 高 两 
倍 , 邦 么 采用 线性 损 拓 是 迁 宦 的 。 其 损失 消 数 为 
2(0—6) ,SO 
H—8, 全 8 
按 定理 5. 5 的 结 采 ,有 二 2,ko/ to 十 &) 二 213。 标准 正 态 分 布 N 
(0:1) 的 273 分 位 数 为 0.43, 故 后 验 分 布 N C10. 38 ,8. 32:) 的 273 
分 位 数 为 


L006) = 


110, 38 十 0. 43X8. 32=113. 96 

这 就 是 这 个 小孩 的 智商 0 的 内 叶 斯 估计 。 

三 .有 限 个 行动 问题 的 假设 检验 

在 估计 中 ,一 般 有 无 穷 多 个 行动 可 供 选 择 。 然 而 有 很 多 统计 问 
题 只 能 在 有 限 个 行动 中 选择 。 最 重要 的 有 限 个 行动 问题 是 假设 检 
验 问 题 。 这 类 问题 使 用 贝 叶 斯 决策 是 容易 解决 的 。 例 如 行动 集 由 
r 个 行动 组 成 , 妈 - 史 =(a ar 。 在 a 下 的 损失 为 工 (0,o)， 
;一 1 则 贝 叶 斯 决策 就 是 使 后 验 期 望 损失 YLC9,a;) 最 小 
的 那个 行动 ,以 下 我 们 来 仔细 考察 二 个 行动 的 假设 检验 问题 。 

设 有 如 下 二 个 假设 

Ho:BE DB,, HE, 

和 有 二 个 行动 we 和 ai, 其 中 am 表示 接受 豆 。 的 行动 ,al 表示 接受 
Hi 的 行动 , 即 决策 者 认为 ,如 果 9€ Go, 行动 ae 适宜 :而 如 果 
8€Q, 则 行动 al 最 好 。 

如 果 我 们 沈 用 如 下 的 “0 一 &” 损 失 
0， 0€EO 
kn EQ 
LC6 )=| 2 
“la gee, 
假如 后 验 分 布 C91x) 已 算得 , 则 选用 ua 的 后 验 期 望 损失 为 

R{las|x)= EXL(O,a0) 


Yao) 一 | 
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| kon(O| rd 
从] 


一 koPO |x) 

类 似 地 有 
Rialx) =R PQ, |r) 
贝 叶 斯 决策 仍 为 其 中 较 小 后 验 期 望 损 失 的 行动 。 若 
kuP{O Ix .PO |x) 

由 选用 zz, 即 拒 绝 原 假 设 五,, 假 如 玉 有 BUB 一 98, 从 市 有 
(Gu x)= 二 1 一 P(tB,|x)。 于 是 上 式 不 车 式 可 改写 为 

POONr)> i AE 
用 经 典 统 计 的 术语 , 贝 此 斯 检验 的 原 假 设 拒绝 域 为 


Ri 
W=(#:P(O > 


这 与 经 典 检验 (如 似 然 比 检验 ) 的 拒绝 域 有 完全 一 样 的 形式 ,只 不 
过 在 经 典 检 验 中 拒绝 域 的 “临界 值 ? 由 显著 性 水 平 s 确定 ,而 在 以 
叶 斯 检验 中 则 由 损失 和 先 验 信 息 烘 定 。 这 里 贝 叶 斯 决策 方法 提供 
了 -个 选择 恰 验 的 显著 性 水 平 大 小 的 合理 方法 ,而 在 经 典 统计 中 
无 这 种 准则 ,常常 是 在 “标准 的 ”大 小 (0.10,0.05,0.01) 中 “主观 
地 ”选择 一 个 ,可 见 主观 地 选择 在 经 典 统计 中 也 常 徐 采用 .。 

多 于 两 个 行动 的 决策 问题 也 是 常 见 , 下 而 就 是 一 个 二 个 行动 
的 决策 问题 。 

例 5.14 在 孩子 智商 的 例 5. 13 中 ,对 那个 孩子 的 智商 作出 
如 下 二 个 假设 

PC90， 了 :90<110， Hi:0>110 

又 设 有 三 个 行动 :al,4z wa;;, 其 中 表示 接受 4;,i 一 1,2,3。 又 设 相 
应 的 损失 为 


0， 8<90 
co 他 90， 90< 委 0<110 
2(9 一 90)， 8>110 
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90. 0， G<90 
LO.as) = 0, 90<0<110 


10 一 110 1110 
2{110~8), 6<90 
了 (ai) 一 4110 一 6， 90sspsE110 
L0， 0>110 
在 例 5, 13 中 已 算得 2 的 后 验 分 布 为 N(110.38,8. 322), 瞩 忆 
的 后 验 期 望 损失 为 
Railr = 115)= ££’ "LL(0,41) 


三 | o 一 90)zrC0 rc0 


说 人 200 — 90)x(0| zx)d0 
lv 


一 6.49 二 27.83 一 34.32 
类 似 地 可 算得 
Rlas|r—11)— EL ,a) 3.55 
Rlas|x=115)= EL(O,a3) = 3. 27 
相 比 之 下 ,行动 a 为 内 叶 斯 决策 ， 


§ 5.4 ”抽样 信息 期 望 值 


前 面 几 节 , 我 们 介绍 了 利用 抽样 信息 进行 凡 叶 斯 决策 分 析 的 
过 程 ,说 明 经 抽样 或 试验 等 手段 对 状态 闭 得 最 新 信息 后 再 作 决 策 
会 改善 决策 结果 。 代 因 抽 样 要 推迟 作 决 策 的 有 时间. 又 要 花费 人 力 、 
物力 、 财 力 及 增加 决策 分 析 难 度 等 ,对 把 经 济 效 益 放 在 重要 地 位 的 
企业 家 来 讲 , 不 得 不 书 虑 对 所 作 决 策 司 题 进行 抽样 或 试验 是 否 值 
得 的 问题 ,为 此 事先 需 做 元 善 的 经 济 分 析 ,把 为 取得 抽样 信息 而 需 
支付 的 费用 与 村 得 信息 后 带 来 的 收益 进行 比较 ,这 就 娄 用 人 到 抽样 
信息 期 望 值 概念 .为 此 先 介绍 完全 信息 和 完全 信息 期 望 值 的 概念 。 

一 .完全 信息 期 望 值 

194 


对 需要 作 沁 策 的 问题 ,假如 决策 者 所 获得 的 信息 是 以 肯定 于 
一 个 状态 即将 发 生 , 则 该 信息 就 称 为 (该 状态 的 ) 让 全 信息 。 辟 如 、 
有 一 投资 项 日 ,其 收益 QQ@ 与 术 来 市 场 情况 有 关 , 把 市 场 情 况 分 为 
两 种 状况 ;销售 及 高 ( 记 为 负 ) 与 销售 量 低 { 记 为 0) ,决策 者 按 自己 
的 经 营 经 验 , 认 为 销售 量 高 2 发 生 的 可 能 性 较 大 ,和 链 如 ,他 认为 0 
发 生 的 先 验 概率 为 0.8, 后 来 ,决策 者 又 通过 各 种 于 段 ( 如 专家 资 
询 , 试 产 试销 等 ;获得 一 些 信息 ( 记 为 S$), 假 如 这 些 信 息 已 足以 使 
他 深信 本 来 的 市 场 销 售 成 肯定 是 高 的 。 即 在 已 知 $ 的 条 件 下 ,0 
发 生 的 慨 率 为 1, 即 P(81S)==1, 在 这 里 S 就 是 完全 信息 。 

假如 决策 者 掌握 了 这 个 完全 信息 ,他 就 可 以 根据 完全 信息 进 
行 决策 ,选择 最 优 行动 ,获得 最 大 收益 。 

抑 全 信息 在 实际 工作 中 预 和 元 是 不 知道 的 ,人 们 可 以 通过 试 产 、 
试销 ,试验 等 手段 获取 较 多 信息 ,但 一 般 得 到 的 亦 不 是 完全 信息 ， 
所 以 在 相当 多 的 风险 决策 问题 中 是 不 易 效 得 任 状态 发 生 与 否 的 
完全 信息 的 。 从 这 个 意义 上 说 ,元 全 信息 是 一 个 理想 的 概念 ,但 它 
还 是 一 个 有 用 的 概念 ,因为 完全 信息 虽 不 易 达 到 ,但 人 们 可 通过 各 
种 努力 尽 可 能 地 接近 它 , 从 而 获得 尽 可 能 大 的 收益 ,和 假如 我 们 能 们 
算出 沈 全 信息 带 来 的 收益 , 那 就 告诉 人 们 在 信息 方面 还 可 以 有 多 
大 潜力 可 挖 ,决策 者 能 获得 的 最 大 收益 会 是 多 少 。 

前 面谈 的 完全 信息 只 涉 太 到 一 个 状态 , 即 能 肯定 发 生 的 状态 
09, 的 元 全 信息 ,不 是 指 刘 的 状态 ,5 如 0;) 的 完全 信息 。 假 如 一 个 风 
险 决 策 癌 题 中 有 若干 个 状态 ,每 -状态 各 有 一 个 完全 信息 存在 ,这 
样 就 有 一 个 完全 信息 组 ,为 了 不 增加 新 的 名 称 ,我 们 仍 称 它 们 为 完 
全 信息 。 这 在 具体 问题 中 是 容易 区 分 的 。 下 面 将 结合 一 个 例子 引 
入 完全 信息 期 望 值 这 个 概念 。 

例 5.15 茶 工 厂 准 备 生 产 一 种 新 产品 ,产量 可 以 采取 小 批 、 
中 批 .大 批 三 种 行动 ,分 别 记 为 gi,as,a3; 市 场 销 售 吓 为 畅销 ,一 
般 , 洁 销 三 种 状态 ,分 别 记 为 中 ,8,, 妈 ,前 二 种 行动 在 不 同市 场 状态 
下 可 获 利 泻 如 下 (单位 :万 元 ) : 
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tl Hr Us 


10 50 1001 
入 一 40 30 | 饭 
6 一 20--60 16, 


这 个 决策 问题 的 完全 信息 有 三 种 ,第 一 种 就 是 拖 全 可 以 肯 完 本 来 
市 场 是 畅销 (01) 的 信息 , 假如 决策 者 掌握 了 此 种 信息 ,根据 收益 矩 
阵 急 :决策 者 肯定 选择 行动 cs, 因为 这 使 他 收益 最 大 , 即 as 使 得 

| maxQ(0 ,a,) QO ,as)=100 
类 似 地 ,另外 两 种 完全 信息 分 别 是 肯 什 未 来 市 场 是 9, 或 ,发生 的 
信息 ,根据 收益 矩阵 急 , 决 策 者 肯定 选择 行 劲 ez 或 a4, 因为 这 也 可 
使 他 收益 最 大 . 即 

maxQ 0a,) = Oa) =40 


maxQ (td ,4;) 二 QF, 9 人 1 ) 一 6 


从 上 述 分 析 来 看 ,完全 信息 是 使 决策 者 收益 最 大 的 信息 。 
由 于 完全 信息 不 易 效 得 ,上 述 几 种 最 大 收益 也 基 不 易 得 到 的 ， 
假如 市 场 的 销售 状态 的 先 验 分 布 是 
刀 0 0 Bs 
T 0.6 0Q.3 0. 1 


庄 此 可 求 得 在 有 了 完全 信息 时 的 收益 期 望 信 为 
ELlmexQ(0,4) J]=100X0. 6 一 40X0.3 十 8X0.1 一 72.6 


如 果 决策 震 掌握 了 完全 信息 ， 那么 他 据 此 可 以 获 的 半 均 最 大 
收益 72.6 力 邢 ,如果 他 没有 掌握 完全 信息 , 那 只 能 按 先 验 期 望 准 
则 作 诀 策 ,这 时 as 是 它 的 最 优 行动 .相应 的 收益 为 

hark FO EQ a)j=63( 万 元 ) 
这 两 者 之 郑 72.6 一 63 二 9 6( 万 元 ) 就 是 这 个 完全 信息 给 决策 者 带 
来 的 好 处 ,由 于 它 是 在 平均 意义 下 算出 的 , 故 称 为 完全 信息 ( 收 得 ) 
期 望 值 (Expected Value of Perect Information), 记 为 EVPT。 
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一 和 股 地 , 设 某 决 策 冲 题 有 种 状态 ,名 ,9,,…,0,,; 且 各 状态 的 
先 验 概率 x6) GG 一 1,2,…,n) 已 给 定 , 又 有 m 种 行动 a1 ,az,……， 
Umo 设 Qi 为 出 现 采取 行动 a; 之 收益 ,a: 为 使 ELQC0,,a;) J 取 最 
大 时 的 行动 , 则 完全 信息 期 举 值 定义 为 

EVPI=E lmax{Q(0.,a))_ —max {ELQ(,a')])} (5.1) 
通过 简单 运算 可 以 看 出 ,EVPI 也 可 用 a'( 以 下 设 a 二 ar€ .oz) 的 
损失 函数 的 期 望 值 表 示 , 因 为 
EV PI= [CmaxQ ) (0 ) 十 (maxQo)x(2) 十 … 十 (maxQ) 


TO) [Quid0) 十 As 大 ) 十 … 十 (err )] 
一 (maxG)， 3 QO) 十 (max@:， Qo TO,) ss 


十 (maxtda 一 Qua) TO,) 


= Lartt) 十 7akrfp) 十 … 十 了 er) 
= ELI (0,1)] (5. 2) 
吕 见 完全 信息 期 望 值 又 可 用 最 优 行动 as 的 先 验 期 望 损失 来 定义 
和 计算。 和 链 如 ,在 例 5.13 中 ,由 收益 矩阵 不 难 算得 其 损失 矩阵 
Ul 2 3 
90 .50 0 
31 0 1010 0.3 
0 26 66] g, 0.1 


利用 (5,2) 式 和 as 是 这 个 决策 问题 在 先 验 期 望 准则 下 的 最 优 行 
动 , 辣 样 可 算得 &VPI 一 [LC6,g3)] 二 9.6( 万 元 )。 由 此 可 见 用 先 
验 期 望 准则 下 的 最 优 行 动 的 平均 损失 来 计算 EV PI 是 很 方 使 的。 
这 一 想法 在 状态 8 和 行动 a 都 是 连续 场合 也 适用 ,由 此 可 引出 如 
下 定义 

定义 5.3 在 一 个 决策 问题 中 x(9) 是 状态 集 @B= 19} 上 的 先 
验 分 布 。a" 是 先 验 期 望 准则 个 的 最 优 行动 , 则 在 a' 下 的 损失 函数 
ZL(0,a') 的 先 验 期 望 五 7 (6,a ) 称 为 完全 信息 先 验 期 望 值 , 记 为 先 
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Bl 0.6 


验 EVPI=E’L(0,4')。 
二 .抽样 信息 期 望 值 
直 述 定义 5.3 给 出 的 先 验 EVPI 表示 决策 少 若 能 治 握 党 全 信 
息 时 的 期 望 损失 是 多 少 , 这 种 讨论 对 后 验 分 布 也 可 类 似 进 行 。 没 
X91x) 为 栏 本 x 二 (xi,w xn) 给 定 下 8 的 后 验 分 布 ,6'(x) 为 据 此 
后 验 分 布 所 确定 的 贝 叶 斯 决策 函数 ,用 此 后 验 分布 计 算 在 8 (x) 
下 损失 孙 数 L(9.6'(x)) 的 后 验 期 望 YLCG,5' (x)) ,此 后 验 期 望 
可 称 为 完全 信息 后 验 期 望 值 , 记 为 
后 验 EVPI 一 EXL(0,6’ (x)) (5, 3) 
应 该 看 到 ,后 验 EVPI 只 有 在 样本 z 给 定时 才能 计算 。 阁 我 们 想 进 
行 油 样 人 还 未 执行 时 ,后 答 EVPI 仍 是 依 闵 于 样本 x 的 随机 其 。 而 
我 们 在 讨论 抽样 是 否 值得 进行 时 ,抽样 尚未 发 牛 , 所 以 后 验 严 了 P7 
仍 是 随机 其 。 这 对 事先 评 佑 抽样 会 给 决策 带 来 多 少 增益 时 不 方便 
的 ,消除 此 促 随 机 性 的 最 好 办 法 是 用 样本 (x) 的 边缘 分 布 mCx) 对 
EXLC9,5'(x)) 再 求 一 次 期 绢 ,并 称 为 后 验 EVPI 期 望 值 , 即 
后 验 EV PI 期 望 值 = EXEXL(9,6' (x)) (5. 4) 
一 般 说 来 ,抽样 信息 的 获得 总 会 增加 决策 者 对 状态 的 了 解 , 从 市 期 
望 损 炎 会 减少 ,这 个 减少 的 量 就 称 为 抽样 信息 期 望 值 (Expected 
Value of Sampling Information) , 记 为 EVSI, 它 的 一 般 定义 如 下 : 
定义 5.4 在 一 个 内 叶 斯 决策 问题 中 a' 是 先 验 期 望 准 则 下 的 
最 优 行动 .8 (x) 时 后 狂 风险 准则 目的 最 优 决策 孙 数 。 则 先 验 
EVPI 与 后 验 EVPI 期 望 值 的 差 称 为 抽样 信息 期 望 值 , 记 为 
EVSI=FE’L (9a )— EXEXL(O,6' (x)) (5.5) 
从 上 述 定 义 看 出 ,(5.5) 规 定 的 EVSI 荐 在 抽样 前 后 各 用 最 优 
行动 (或 最 优 决 策 呆 数 ) 击 使 决策 者 蒙受 期 望 损失 的 减少 量 。 或 音 
说 EVSI 是 由 于 抽样 给 决策 者 带 来 的 增益 。 上 下面 的 例子 可 以 带 助 
我 们 理解 上 述 一 些 概 念 和 计算 。 
例 5.16 一 机 器 制造 厂 的 某 一 零件 由 某 街道 三 生产 ,每 批 
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1000 内 ,其 次 铝 率 0 的 概率 分 布 如 下 所 示 : 
9 0. 02 0. 05 0.10 
zt0) 0.45 0. 39 0.16 


机 器 制造 厂 在 整 坝 装 配 He ,如 发 现 装 上 冷 件 是 次 品 ,必须 更 换 ， 
每 换 - 只 ,由 街道 三 赔 赏 损失 竟 2. 20 元 ,但 也 可 以 在 送 装 前 采取 全 
部 检查 的 办 法 .使 每 批零 件 的 次 品 率 降 为 1 多 ,但 街道 厂 必 须 支 付 从 
查 费 每 只 0. 10 元 。 现 街道 三 面临 如 下 两 个 行动 的 涉 择 的 问题 

as: 一 批 中 不 检查 任何 一 只 岭 件 ; 
sz: 一 批 中 检查 每 一 只 零件 。 
让 选择 行动 ,每 批 零件 街道 厂 需 文 什 的 赔 赏 费 为 
W (Ga1) = 10008X 2.20= 22000; 
苔 选 择 行动 a ,每 批 才 件 街道 1 逢 支付 的 检查 费 和 赔 赏 费 共 为 
oas) 一 ]000X0.10 上 1000x1 和 X2.20 一 122。 
由 此 可 写 出 支付 算 阵 与 损失 生 阵 


wl 他 ul sas 

44 122 9 78) # 
Wo= |110 12 一 12| fb, 

‘220 122 98 0 p, 


由 此 可 算得 wi 与 az 下 的 先 验 期 望 损失 :EC0,41) 一 15.68 元 ， 
LC0,a3) 二 39.78。 在 先 验 期 望 准则 下 ,a 是 最 优 行动 ,从 而 

，”” 先 验 EVPI 二 15. 68( 元 ) 
如 今 决 策 者 想 从 每 批 中 任 取 三 只 零件 进行 检查 ,根据 不 侣 娩 具 的 
个 数 ( 用 工 表示 ) 来 决定 是 采取 行动 al 还 是 行动 wa, 并 想 知 道 如 此 
抽样 能 否 给 决策 青 带 来 增益 ? 增益 是 多 少 ? 

为 研究 这 个 问题 我 们 首先 要 确定 这 个 由 叶 斯 决策 问题 的 最 优 
决策 牟 数 是 什么 ? 由 于 试验 结果 x 可 能 下 0,1,2,3 等 4 个 什 中 任 
一 个 ,有 以 由 {0,1,2,3) 到 {a1,a2} 上 的 任 一 映照 6(x) 都 是 这 个 问 
题 的 决策 销 数 。 此 种 决策 函数 此 有 16 个 ,为 了 寻找 最 优 决 策 函 数 
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和 抽样 信息 期 望 值 ,我 们 分 以 下 几 步 进行 : 
第 一 步 ,计算 9 的 后 验 分 布 
我 们 知道 ,抽样 结果 服从 汪 项 分 布 5(3,9), 即 


Piz|0)=| 3 900, x 二 0,1,2.3 
利用 给 出 的 先 验 分 布 (8) 可 以 算出 x 的 边缘 分 布 


3 
m{x) = Dj PUrlO a 0.) 


4—1 
辟 奶 x+ 二 0 时 ， 
m(0)= (1 OA OD) 十 (1 一 加 ?rp + (1 — 0) rth,) 
= 0.98’ X 90,45 二 0.95° X 9.39++ 0.90 Xx 0.16 
= 0.8743 
类 似 地 可 算得 zx==1,2,.3 处 的 mz (zx), 现 列表 加 证 
fa < 光 0 1 2 3 . 
mr) 0. B8745 0. 1176 人 1- DO76 0 0002 


利用 z 的 边 绿 分布 很 容易 算 的 各 < 值 下 的 后 验 分 布 C91z), 详 凡 
下 表 


bs 0 1 2 3 
#1 = 0.02 0. 4843 0. 2202 0.0658 0. 0028 
2 一 0.02 0. 35824 0. 4490 0. 3684 4. 0190 
_ 9:= 0. 02 0. 1333 0. 3308 0,.5658 0. 9782 
和 1. 0000 j. 0000 1. 0000 1. O000 


第 二 步 , 计 算 各 行动 的 后 验 期 疹 损 失 EL(C9,a) 
链 如 ,在 x 二 0 时 用 后 验 分 布 rCglz=0) 可 算得 行动 与 as 的 后 
验 期 望 损失 
一 278a) 一 0X0.4843 十 0X0.3824 十 98X0. 1333 
一 13. 0634 
EL ,a2)—=78XK0.4843++ 12X0. 3824 十 0OX0.1333 
一 42. 3642 
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类 似 地 可 算得 x 二 1,?,3 时 的 各 行动 的 后 验 期 望 损失 , 详 见 下 老 
I 0 1 也 3 

EL 13.0634 32.4184 53.4484 95.&636 
E22:TLIOas)] d2.3642 22. 5636 9. 5532 0. 4464 

第 三 步 , 定 出 最 优 决 策 阵 数 

根据 后 验 风 险 意 小 愈 好 的 准则 ,对 抽验 结果 工 的 每 个 可 能 制 
定 出 最 优 行动 ,这 样 就 得 到 最 优 决策 函数 为 

C1， 和 一 0 


人 (2z) 一 
&19 XTX 二 ] ,2,3.。 


第 四 步 , 计 算 后 验 EVPI 
因为 抽样 结果 有 四 个 , 故 有 四 个 后 验 kV PT, 它们 分 办 为 第 二 
步 宕 中 每 个 xz 值 下 的 最 小 后 验 期 望 损失 。 即 
在 x 一 0 时 ,后 验 EVPI==13. 06634 
在 二 1 寻 , 后 验 EVPI=22. 5636 
在 x==2 时 ,后 验 EVPI 二 9.5532 
在 zx=3 时 ,后 验 EVPI=0.4494 
第 五 步 ,计算 后 验 EVPI 期 望 值 
利用 x 的 边缘 分 布 m(xzx) 可 算得 
ETE OH’ (x)) 
= 13.0634 X 0. 8745 十 22.5636 x 0.1176 
十 9.5532 X 0.0076 十 0.4494 X 0,0002 
= 14. 1501 
第 六 步 ,计算 抽 样 信息 期 望 值 
五 VST 一 15, 58 一 14.15 一 1.53( 元 ) 

这 表明 :在 每 批 产 品 (1000 只 ?中 随机 抽 了 3 只 进行 检查 ,根据 抽 
检 结 果 xz 定 出 的 最 优 决策 函数 5' (x) 要 比 抽样 前 的 最 优 行动 可 减 
少 损 失 1.53 元 。 

最 后 我 们 还 要 指出 ,抽样 信息 期 望 值 EV.SI 与 样本 县 n 有 关 。 
车 如 在 上 面倒 子 中 , 若 每 次 仅 抽 -只 零件 进行 检查 ,其 不 合格 师 = 
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只 能 取 60 或 1, 类 似 地 可 算得 最 优 决 策 畏 数 为 

ju, =0 

(a,. z= 二 1 

最 二 算得 的 EVS1 二 0. 63( 元 )。 可 网 EVSI 是 随 着 样本 量变 化 
而 变化 。 


(x)—= 


$5.5 最 佳 样本 量 的 确定 


一 、 抽 样 净 益 
在 -个 具体 的 决策 问题 中 ,抽样 往往 可 以 给 决策 者 赠 加 优生， 
从 而 可 以 减少 在 决策 中 的 失误 ,人世 拙 样 也 需 费 用 .一 个 好 的 决策 肯 
在 抽样 前 就 得 权衡 -者 利弊 ,从 而 决定 是 否 值得 抽样 ? 如 果 要 所 
祥 ,那样 本 容量 多 人 大 为 宜 ? 赤 回 答 这 些 问 题 ,就 必须 从 数 几 上 上 对 这 
二 音 利 整 做 出 估计 ,使 决策 者 心中 有 数 . 这 蛙 先 引进 "抽样 净 益 ”" 概 
念 ,后 面 再 引进 “最 佳 样 本 昔 ” 的 概念 及 其 计算 方法 ， 
我 们 把 抽样 费用 称 为 抽 们 成 本 ,- - 般 抽 样 成 本 有 间 定 成 本 C， 
与 可 变 或 本 C. nlC, 表示 单位 可 变 成 本 ) 两 部 分 组 成 , 则 抽样 成 
本 可 用 下 式 表 示 


C= C, rn nl1) (5.6) 
显然 ,抽样 成 本 号 样本 容量 1 的 陋 数 ,注意 上 式 仅 对 nn 实 1 上 成立, 当 
0 时 ,CG) 规 寂 为 零 ,这 是 符合 实际 的 。 


。 另外 ,决策 省 从 抽样 能 EE 得 到 多 少 好 处 呢 ? 这 可 用 $ 5.4 中 抽样 

言 怠 期 望 值 CEYSZ) 来 度量 ,从 抽样 信息 期 望 值 中 扣 取 抽样 或 本 

后 ,余下 的 就 是 由 抽样 所 能 获得 的 净 收 益 , 这 个 送 收 益 称 为 抽样 净 
蔓 (Expected Net Gain from Sampling);, 记 为 NGS , 即 

ENGS (2 一 下 Ta 一 人 CC)》， 《5.7) 

这 里 ”是 样本 基 。 内 于 抽 栏 费用 和 抽样 信息 期 望 值 都 是 样本 是 

的 函数 ,一 般 说 来 ,它们 都 随 x 的 增 大 而 增 大 的 , 河 题 是 增加 速度 

可 能 不 一 样 ,以 至 于 会 使 抽样 净 益 出 现 负 信 。 如 采 对 往 休 自然 数 
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2 都 有 大 NGSCz) 委 0, 这 表明 :用 抽样 来 获取 信息 在 费用 上 是 不 
合算 得 ,因而 不 宜 进 行 抽样 .如果 能 找到 一 个 mn, 使 忌 NGS(Ca) 盖 0， 
则 可 考虑 进行 抽样 ,其 样本 最 为 此 ?”。 

例 5.17 在 鲍 5. 16 中 , 设 每 批 产品 拍 样 检验 的 国定 成 本 为 1 
元 , 可 变 成 本 为 0. 10 元 / 件 , 于 是 抽 3 件 的 抽样 总 成 本 C(3) 为 1. 30 
元 。 由 例 5. 14 已 得 知 EVSI(3) 二 1. 53 元 , 即 

ENGS(3)=—= EVSI(3)—C(3)=0.23 EO 

故 可 考虑 采用 样本 其 为 3 的 抽样 检验 获取 新 的 信息 。 

二 .最 佳 样本 量 及 其 上 界 

假如 我 人 能 找到 满足 五 NGCS(z)>0 的 某 个 2” 这 说 明 该 问题 
中 进行 样本 容量 为 此 的 抽样 是 值得 的 。 假 如 满足 妃 NGSCz) 0 
的 wn 有 两 个 , 备 如 说 是 nl 和 w,, 那 应 该 用 那 一 个 呢 ? 一般 说 来 , 样 
本 基 越 大 , 抽 梯 费用 也 你 大。 但 是 , 若 样 本 量 大 的 抽样 能 给 我 们 党 
米 大 的 抽 洋 净 益 ,那样 木 基 大 一 些 也 无 妨 。 从 这 个 角度 看 ,使 得 抽 
料 净 益 达 到 最 大 的 样本 量 =” 称 为 量 佳 样本 量 , 即 ”满足 


ENGS Cn” )=maxENGS (n) (5.8) 
假如 最 佳 样本 量 不 上 下- :个 (这 种 情况 少见 ) , 那 就 选 其 中 最 小 的 一 
个 作为 最 住 样 本 量 。 


要 使 抽 祥 成 为 可 行 ,抽样 成 本 CCz) 不 应 超过 拍 样 信息 期 望 值 
FTSTCa ,而 EVSI(n) 也 天 会 超过 先 验 完全 信息 期 望 值 kV PI 由 
此 可 知 , 节 住 样本 容量 4* 应 满足 如 下 不 等 式 

CO JEVST2 ) 之 先 验 EVPI 
上 式 第 一 个 等 号 仅 在 a = 二 0 是 成 立 。 若 将 (5. 6) 时 代入 上 式 , 可 得 
最 佳 栏 本 容量 :的 一 个 上 界 
"< 《5.9) 
如 果 上 是 有 端 志 0: 则 取 wx* 二 0,; 即 不 宜 进 行 抽 栏 。 如果 上 式 右 端 > 
0, 但 非 正 糙 数 , 则 取 其 整数 部 分 作为 六 的 上 界 。 
例 5.18 某 商 店 瞧 虑 是否 向 一 县 办 厂 订购 一 种 家 用 电器 {以 下 
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简称 电器 ) 。 该 生产 的 电器 有 一 等 品 和 二 等 品 两 个 等 级 ,- 一 等 品 与 二 
等 前 的 数量 之 比 有 1;1 和 2;1 两 种 可 能 ,其 概率 分 别 为 0.45 和 
0.55. 如 果 买 到 的 是 一 等 品 ,与 一 般 市 场 价格 相 比 较 , 每 只 可 赚 10 
郊 。 媳 果 严 到 一 等 品 , 每 只 要 亏 15 元 。 假 如 该 厂 介 许 在 一 批 电 器 
中 抽取 若干 只 进行 检验 ,根据 抽样 结果 决定 是 否 订 购 该 批 (900 
只 ) 电 器 。 但 抽样 总 的 费用 为 每 只 20 元 。 这 时 商店 必须 考虑 拙 多 
少 只 最 合算 ? 记 
al 表示 订购 该 厂 生 产 的 电器 ， 
az 表示 不 订购 该 | 生产 的 电器 。 
如 果 这 两 个 等 级 电器 数量 之 比 是 1:1. 则 行动 a 的 每 上 共 收 益 
期 望 值 为 
10X 广 十 (一 15)X 广 一 一 2.5 
如 果 数 量 之 比 是 2:1, 则 行动 aj 的 每 只 净 收 益 期 望 值 为 


10X 志 十 (一 16)Xx 直 = 乌 


因为 商店 打算 订购 900 只 ,于 是 可 以 算得 收益 知 阵 和 损失 希 阵 如 
下 (单位 ;元 ) 


at [2 [zg aa 
| 一 2250 1| -| 0 本 0. 45 
1500 0 0 1500':9, 0.55 


从 市 可 算得 行动 ai 和 az 的 先 验 期 望 损失 ， 
ELL{0,a)1=1012,.5, ELL(9,4s) 1=825, 
由 此 看 出 ,as 是 最 优 行动 ,这 时 的 
先 验 EVPI 二 minkE[L(0,a;)] 二 825 


再 由 公式 (5.9) 得 


825 
4 


即 n' 所 41。 这 里 41 就 是 本 例 中 最 佳 样本 量 的 上 界 。 
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三 .最 佳 样本 量 的 求法 

公式 (5.9) 所 给 出 的 站 的 上 界 告 诉 大 们 ,假如 天 的 上 界 为 
好 09 那 只 要 在 1 2 中 寻找 即 可 。 若 对 每 一 个 好 值 ,都 算得 
EVSICn) 和 抽样 成 本 Ca), 再 由 (5.7) 趟 便 订 计算 出 所 有 的 
ENGS(n) 然后 选 共 中 最 大 正 值 ENGS(n) 所 对 应 的 n 即 为 最 仁 
伴 本 量 =” 。 由 于 上 述 运算 只 涉及 有 限 个 , 故 上 述 算 法 总 是 可 行 的 。 

例 5.19 在 例 5.18 中 已 寻找 出 最 佳 样本 量 六 的 上 界 为 41， 
以 下 来 计算 各 种 nC 声 41) 下 的 抽样 净 益 ,从 中 寻找 nn 。 

(1) 如 果 抽 取 一 只 电器 ,用 zi 表示 检查 这 一 只 电器 中 二 等 品 
的 个 数 ， 求 抽样 净 益 的 具体 步骤 如 下 : 

第 - 步 ”计算 98 的 后 验 分 布 

先 利用 公式 P(xz11 引 = 二 "(1 一 的 :7" ,计算 出 xi 的 分 布 ,如 表 
5.3, 册 计算 0 的 后 验 分 布 ,如 表 5.4 所 示 


表 5.3 x 的 分 布 
8 _x(O) Pin=0l0) PCan=1|0) 
6 一 0.5 0. 45 0. 5003? 0. 5000 
8,—0. 3333 0. 55 0. 6667 0. 3333 
表 5s.4 9 的 后 验 分 布 
Tl mte) ntb |x1) Ea 
ehh che os ft i sk me 
0 0. 5917 0. 3803 0. 6197 
1 0. 4083 0. 5510 0. 4490 


注 :m(zD) = >) 已 (zl103r( 久 ) 


第 二 步 ” 计 算 后 验 完 全 信息 期 望 什 
用 后 验 分 布 对 每 一 个 行动 a 求 得 后 验 期 望 损失 值 , 如 表 5. 5 
所 示 
表 5.S$ 后 验 期 望 损失 


中 Xl EL a1)] ES LLC8,62)] 
C 85€ 930 
i 1240 674 
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这 时 ,在 抽样 信息 值 zx: 下 的 后 验 最 优 决 策 函 数 为 
21， Xi 三 0 
HS" 《x1) 一 


as， YI 一 | 


后 验 EVSI 的 期 涓 值 = EY (En[LC0,a (ri)) ]) 
=856 X90.5917+674X0. 4083 
=782 
第 三 步 ” 计 算 抽 样 信息 期 望 值 
在 例 5. 16 中 已 算得 先 验 EVPRI 二 825。 由 公式 (5.5), 得 
EVSTCO)=825—782=43 
第 可 步 ” 计 算 抽样 净 益 
已 知 抽样 成 本 C(O)=-20; 由 公式 (5,7), 得 
ENGS(1)=43— 20~=23 
(2) 如 果 抽 了 到 两 只 电 紫 ,用 rz 表示 这 两 只 中 二 等 品 的 个 数 ,类 
似 人 41? 可 求 得 抽样 净 益 如 下 : 
第 一 步 ” 计 算 9 的 后 验 分 布 。 


, ， 


先 利用 公式 PKzs10) 一 | | 09(1 一 0 一“, 计 算出 zx 的 分 布 


Te 


如 表 5.5, 再 计算 8 的 后 验 分 布 如 表 5.7 所 示 


表 5.5 xz 的 分 布 


8 9 一 0.3333 
CO 0.45 0.55 
POX:=0|0.) 0. 2500 0. #4444 
POX:= 118) 0. 5000 位 . 生 4444 
POX;—210) 0. 1111 
表 5.7 好 的 后 验 分 布 

2 nt{r») nb)r2) rl, |x2) 

0 0. 3569 D0. 3152 0.6848 

1 D. 4695 0. 4793 0, 5207 


OD. 1736 0. 6480 


第 二 步 “” 计算 后 验 完全 信息 期 望 值 。 
用 后 验 分 布 对 每 一 个 行动 a 求 得 损失 的 后 验 期 望 值 , 如 表 5. 8 
这 时 ,在 信息 值 x; 下 的 后 验 最 优 行动 为 
表 5.8 后 验 期 望 损失 
El2[ L041)] 


Ez[L{0,aa)] 


0 709 1027 

1 1078 781 

2 1458 528 

表 5.9 电器 抽样 净 益 值 
n 后 验 EVPI(n) EVSI(n)=825 ENGS (n) 
的 期 望 一 后 验 EYPI(n) 的 期 望 值 二 EVSI(n) 一 20z 

0 825 0 0 
1 782 43 23 
2 711 114 74 
3 707 118 58 
4 652 173 93 
5 634 191 91 
6 612 213 93 
7 584 241 101 
8 581 244 84 
9 546 279 99 
10 538 287 87 
11 516 309 88 
12 500 325 85 
13 493 332 72 
14 471 354 74 
15 468 357 57 
16 447 378 58 
17 437 388 48 
18 428 397 37 
19 412 413 33 
20 412 413 13 
21 392 433 13 
22 387 438 二 2 
23 375 450 一 10 
24 365 460 一 20 
25 362 463 一 37 
26 347 478 一 42 
27 345 480 一 60 
28 332 493 一 67 
29 326 499 一 81 
30 


320 505 一 95 
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人 绽 1 二 0， 
d(T2) = 


Uas X21,2。 


后 验 EVPI(2) 的 期 望 信 = 二 2 {E87 [C0 ,a (x2))]) 
—709X0.3569++78]1 XO0. 4695 
十 528 XX0.1736 
一 711 
第 三 步 ” 计 算 抽 样 信息 期 误 值 。 
市 例 5,18 已 知 先 验 EVPI 一 825。 有 公式 (5. 5) ,得 
EVISC1)=825—711 二 114 
第 四 步 ” 计 算 抽 样 净 益 
已 知 抽样 成 本 CC2) 二 40, 有 公式 (5.7), 得 
ENGSI2)—=114— 40=74 

接着 可 以 类 似 计算 抽 3 件 . 抽 4 件 、…: 的 抽样 净 益 ,这 些 都 可 
在 计算 机 上 进行 ,最 后 把 结果 列 于 表 5. 9 中 

从 表 5. 9 中 可 以 看 出 ,抽样 渗 瘟 最 大 为 101, 相 应 的 样本 量 为 
n" 二 7? 为 最 佳 样本 旺 , 这 时 抽样 信息 期 望 值 为 241。 

从 表 5.9 中 还 可 看 出 ,ENGSGa 并 始 随 ”增加 而 增加 , 色 : - 
定 a 后 ; 开 NG3SCa) 开 始 下 降 , 以 致 降 为 负 值 。 这 是 上 共有 一 般 性 的 ， 
因为 开始 抽样 时 , 随 着 样本 最 = 的 增加 ,后 验 完全 信息 期 望 值 不 断 
减少 ,说 明 余下 的 可 挖潜 力 越 来 越 小 ,抽样 信息 期 户 值 不 断 增 加 ， 
在 若干 na 上 ,抽样 净 益 值 员 有 波动 ,但 总 的 趋势 是 增加 的 ,随后 , 抽 
样 信 息 期 望 值 EVSI(n) 的 增加 淘 济 赵 缓 ,而 抽样 成 本 增加 量 是 一 
个 定 值 , 它 就 是 单位 可 变 成 本 C,, 当 出 现 抽 祥 信息 期 望 值 增加 其 
小 于 抽样 成 本 增加 量 时 , 抽 祥 净 益 开始 减少 ,随后 出 现 负 值 。 

我 们 还 可 以 炎 似 于 人 ) (2 中 的 前 两 步 求 得 zy (7 个 电器 中 - 
等 品 的 个 数 ) 下 的 后 验 最 优 行动 如 下 : 

首先 利用 公式 P(z; IO=| bs "(1 一 0)" “计算 号 vr 的 分 
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布 如 表 5. 10。 再 计算 8 的 后 验 分 布 如 表 5. 11 所 示 。 
表 5.10 x; 的 分 布 


9 0 =0.5 0;=0. 3333 
(0,) 0.45 0. 55 
PUR;— O09) 0. 0078 0.0580 
PIX;—1|0.) 0. 0547 0.2048 
有 PCX 一 2107) 0. 1641 0. 3071 
P(X;= 32318) 0. 2734 0.2560 
P(X;=410) 0. 2734 0.1280 
P(X;=5|) 0. 1641 0.0385 
P(X;=6|6,) 0.0547 0.0065 
P(X;1=7|8) 0. 0078 0. 0005 


表 S$.11 6 的 后 验 分 布 


UL Jz) 


xO, X71) 


0 0 0, 0980 0. 9020 
1 0. 1373 0. 1794 | 0. 8206 
2 0. 2428 0. 3042 0. 6958 
3 0. 2638 0. 4663 0. 5337 
4 0. 1934 0. 6360 0. 3540 
5 0. 0950 0. 7773 0. 2227 
6 0. G282 0, 8730 0. 1270 
7 ;. 9236 . 0764 


22U. 300 1353. 00 


1 403. 650 1230. 90 
2 684. 450 1043. 70 
3 1049. 450 800. 55 
4 1431. 000 546. 00 
3 1748. 925 334.05 
6 1364, 250 130. 50 
f 2078. 100 114. 60 


然后 用 后 验 分 布 对 每 一 行动 z 求 得 损失 的 后 验 期 望 值 ,如 表 
(5.12) 所 示 。 
从 表 5.12 上 可 以 看 出 ,在 抽样 信 x; 下 的 后 验 最 优 行动 为 
ci， X12， 
afx7y) 一 ee 
顺便 可 得 到 相应 的 
后 验 EVPI 的 期 望 值 王 ET52Pz[5Cg azy))] 一 584 
从 上 述 例 子 中 可 以 看 到 当 n* 的 范围 最 大 时 ,总 计算 其 是 很 大 
的 ,只 有 通过 计算 机 才能 实现 ,否则 只 好 改 用 近似 方法 。 车 如 ,在 
2 的 范围 中 ,挑选 郑 干 mr 如 :站 一 2 一 5 一 Spy7zmx 一 天 。72max 
为 n* 的 上 界 。 计 算出 诸 NGS (xm) ,然后 以 抽 祥 数 ”为 横 坐 标 , 抽 
样 净 益 信和 为 纵 人 符 标 ,在 坐标 纸 上 画 出 这 些 点 (wi,ENGS (ni)) ,最 后 
将 这 些 点 连 成 一 条 平滑 曲线 。 在 这 条 曲线 上 找 出 使 ENGS(z) 达 
到 最 大 值 时 的 ”, 记 为 最 佳 样本 景 关 之 近 似 值 。 如 图 5.1, 这 是 一 
个 实例 ,我 们 从 ENGS(n) 曲 线 上 ,可 以 找到 使 NGS(n) 达 到 最 
大 的 样本 量 为 4, 所 以 n*' ==4 为 近似 的 最 佳 样本 量 。 


= 


5.1 抽样 净 益 期 望 值 曲线 实例 之 一 


本 例 的 周 定 成 本 Gy 二 0, 更 一 般 的 情形 如 图 5. 2 所 示 。 同样 从 EN- 
GS(n) 曲 线 上 可 以 大 致 定 出 n' 来 。 
人 


> 


图 5. 2 ”抽样 净 益 期 望 值 曲线 实例 之 二 
§ 5.6 二 行动 线性 决策 问题 的 EVPI 


在 前 二 节 讨 论 了 完全 信息 期 望 值 与 抽样 信息 期 望 值 的 概念 帮 
其 应 用 ,但 要 计算 它们 还 是 一 件 复杂 的 素 , 在 状态 参数 9 的 先 验 分 
布 为 密度 函数 场合 ,二 行动 线性 决策 问题 有 -- 些 计算 先 验 EV PJ 
的 结果 可 以 简化 计算 。 在 介绍 这 些 结果 以 前 , 先 回 忆 一 下 二 行动 线 
性 决策 问题 。 
收益 澳 数 为 
六 十 ai 人， a=ail 
0 | (5. 10) 
的 二 行动 线性 决策 问题 中 平衡 值 ( 交 点 的 8 坐标 , 见 图 5.3) 是 
一 (6s 一 B10/Cmi--mz)。 对 给 定 的 先 验 分 布 +C0) ,行动 ai 的 先 验 
期 望 收 益 为 @(a) 二 5; 十 mEC9) ,1 二 1,2。 则 有 
a) — Ba) =5—h (mm--m) EO0) 
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= (pu—ma) [LEQ —0] 
可 兄 , 当 区 记 mz 时 ,全 (ai) 一 而 (az) 与 五 (的 一 名 同 号 。 所 以 按 先 验 
期 望 准则 立即 可 找到 这 类 阅 题 的 最 优 行动 ， 
当 (0) 过 时 ,a; 为 最 优 行动 ; 
当 (9) 半 抽 时 ,a 为 最 优 行动 ; 
当 上 (0) 二 4 时 ,ai 与 a; 是 等 效 行动 。 
另外 ,在 加 盖 ms 假定 下 ,上 述 收益 函数 的 损失 函数 为 (网 &4.5) 


(pu—m2) (Oe—0), 00 
LC.a) = | en 
0, 0 0, 
. | 03 0 
2 . (za 一 zz 一 各 )， 0 >0, 


QO, al 
Q(0, i) 


0 0 
5.3 Se 
一 . 正 态 分 布下 二 行动 线性 决策 问题 的 先 验 EVPI 
定理 5.6 在 上 述 二 行动 线性 决策 函数 《mm 这 m;) 中 ,车 状态 
参数 0 的 先 验 分 布 为 正 态 分 布 NC, 不 ), 则 该 决策 问题 的 先 验 
ENPI 为 
先 验 EVPI==trLy(D,) (5. 12) 
其 中 
t= |mi— me|, 
Po 一 16 一 xl/r， 负 为 2 的 平衡 值 ， 
FwCDJ = (2x) Ve Bi Dol1— BDo)], 
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BL， ) 为 标准 正 态 分 布 函数 。 
证 明 :分 AD 加 ,pe 和 £0 三 种 情况 来 证 明 (S127. 
(1)A> 加 ,这 时 最 优 行动 为 ,于 是 由 报 失 函数 (5, 11) 订 得 
先 验 EVPI 一 五 [也 (9,ai)] 


re 1 (一 上 


= ! lm — m2) (8, — 0) Rt ve Up 
对 了 上 上述 积分 作 变 换 一 (9 一 j)/r, 上 式 可 改写 为 
bg 
先 验 EVPI= (mi 一 mo)| (WE J dh 


roc 1 ue 
= (21 — na)| 一 Cr vs G0) | po, ne 2d1t 
nT 


名 1 2 
1 = e 2d | 
| Vir 
1 如 | 
一 {ir —e 3 OO— Dl Oo BD)) 
= 0 0 
一 irLnt Do) 《5， 13) 


(2)p 之 信 , 这 时 最 优 行动 为 a:, 于 是 由 上 述 损失 函数 可 得 
先 验 EVPI =E[L(8,as)] 


En 加 1 ca-， 
一 [ Cm 12 ) (Bo 0) > 32r ap 
作 变 换 妈 一 (6 一 py)/r, 上 式 可 改写 为 


1 we 
本 


一 Co 一 ma)| 一 (一 和 Pe 于 cp 


先 验 EVP7 一 Re 
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1) -Dn 


-01 


-C2 


表 5.13 Luw(D0) 函 数 表 


.03 


.4 


“05 


,0 


07 


.CB 


,09 


ke 


FF- 上 吓 一 


[3 


» . 。 +» 
cm Sn 上 Co 


人 
4 03667 


之 


,3989 

. 3559 

. 3069 
2668 
| .2304 
.1978 
| “1687 
| “1429 
| ,1202 
| L004 


,0 . 08332 
1) .000862 


nm 


“D3610 


.02931 


3 
.| ,02324 


+01829 
‘01428 
引 -01105 
. 0°8491 


.071887 


.022720 
5| ,022004 


5). 0:5848 


.0|. 07145 


7 
3 

3 

0 

1|. 0°6468. 
2 

3| .073662 . 
4 


,3940 
,3464 
.3027 
.263C 
. 2270 
.1947 
. 1639 
1405 
.118. 


.09860 
.08174 
.06727 
. 05496 
-04457 
.03587 
. 02885 
.02270 
.01785 
.01392 
.01077 
,028266. 
026292. 
, 034750. 
023556， 
. 022640., 
.021943， 
0 .03822 ， 


033689 


08465620 
.0°6835 


. 3890 
- 3418 
.2986 
.2092 
.2236 
,1917 
.1633 
.1381 
,1160 
,08080 
.08019 
.06595 
.05384 
.01363 
.03508 
. 02800 
.02217 
,01742 
.01357 
.01049 
0:8046. 
0°6120. 
0:4616,. 
023453， 
0*2561. 
021883. 
,033560， 
-053400. 
.6538, 


.3841 
,3373 
,2944 
,2555 
,2205 
.1881 
.1606 
.1358 
.1140 


.09503 
.D7866 
-064€5 
,05274 
- 04270 
.03431 
-02736 
.02165 
.01699 
.01323 
01022. 


027832。 
025552 
024486. 
023352 
022484. 
021826. 
D033436. 
045188. 
0°6253, 


.957145=0. 002007145 


.3793 
3328 
.2901 
‘2518 
- 2169 
. 1857 
. 1580 
.1334 
"1120 


.00328 
.07716 
-06336 
.05165 
. 04179 
. 03356 
. 02674d 
.02114 
,01658 
.01290 
029957. 
7623. 
0°5788, 
024358、 
033255， 
全 2410. 
021769、 
(3316€. 
014984. 


05980 


.3744 
,3284 
.2863 
.2481 
.2137 
.1828 
,554 
.1312 
1100 
.09156 


07568 . 


:06210 
,05059 
.04050 
.03281 
.02612 
12061 
. 01617 
.Ql25? 


.3697 


+ 2824 
2445 
.2104 
-1799 
,1528 
.1289 
- 1080 
- 08986 
7422 
.06086 
04954 
- D4002 
. 03208 
.025352 
02015 
.01578 
:Ql1226 


029698- 0°9445. 
027418.037219， 
1026628， 
024235， 
023159， 
122337， 
1 人 1715， 
033199, 
044788. 
.0"5718. 


0°5472. 
024114. 
023067. 
022267, 
QF1662, 
D33087. 
044595， 
0°5468, 


.3649 
.3197 
.2784 
-210¢ 
. 2072 
,17?1 
. 1503 
:1267 
- 1061 
.08819 
. 07270 
‘D5964 
9, 4851 
.03916 
.V3137 
.02494 


.01967 

. 01589 

.01195 

029198. 
027024. 
025320.。 
023996. 
022977， 
022199， 
021610. 
D32978, 
044417. 
0"5227. 


. 3602 
. 3154 
.2745 
.2374 
. 2040 
.1742 
.1478 
.1245 


- 1942 


~ 08654 
.07138 
.O5844 
.04750 
:03831 
, 03067 
,02435 
.1920 
-01501 
.01164 
05895? . 
026835 ， 
025172 ， 
023882 . 
022889 ， 
02132 . 
人 1560 . 
人 2873 ， 
.0344073 
-054777 


Ut4242 
0°4997 


.3556 
.3111 
.2705 
. 2339 
.2003 
.1714 
.1453 
. 1223 
.1023 


.0849] 
, 06999 
.05726 
.D4639 
D3718 
. (M2998 
. 02380 
~ 01874 
.D1464 
.人 1134 


028721 
026649 
025028 
023770 
022804 
022967 
021511 
D3277] 


T (00 
e 2ri 
~ 2 | 
. 1 经 i BD i 
二 Ss = ls -ee sd 
《721 722 2 yr| /5x 2 Do Se A | 
=trLa (DD,) (5, 14) 


(3)p 二 %, 这 时 ,a 与 2 均 为 最 优 行动 。 若 取 ait 为 最 优 行动 ， 
(5.13) 式 成 立 ; 若 取 a 为 最 优 行动 ,(5. 14) 式 成 立 。 

综合 (1), C2),(3) 证 明 , 先 验 EVSIT=trLx(D,) 均 成 立 。 

该 定理 对 z&! 二 mz 和 mms 篆 成 立 , 为 便于 实际 使 用 , 范 数 
Lx(DD) 的 值 已 编制 成 表 ( 见 表 5.13) ,使 用 时 可 直接 查阅 。 

例 5.20 在 一 行动 决策 中 , 设 其 收益 国 数 5( 单 位 :元 ) 为 

| 1258, 4=ai, 
全 25000 十 259,a 一 as， 
其 平衡 值 & 王 250。 再 设 状态 0~N(C(260,90*:)。 由 于 EC 的 二 260 记 
ba 一 125>25-=mz* 故 最 优 行动 为 ws, 这 时 决策 痢 的 先 驻 平 均 收 
和 为 忆 Cal) 二 125.5(0) 一 125X260 一 32500 元 。 决 策 者 想 竖 知 靖 
尚 有 多 少 潜力 可 挖 , 故 需 计算 其 先 验 EV PI ,如今 已 知 
t= |125 一 25| 二 100,r 二 90,4==260, 久 二 250 

由 于 PDs 二 1250 一 2601/90 二 0.1111, 查 表 5.13, 再 用 线性 插值 ,得 
Lx(0.1111) 二 0. 3459, 故 由 定理 5. 3 可 得 先 验 EYPT 一 100X90xX 
0. 3459= 31]3.1 邢 。 

假如 我 们 改变 状态 8 的 正 访 先 验 分 布 中 的 标准 差 z, 等 如 zr 有 取 
70,50,30,10 其 它 管 不 变 ,观察 其 对 先 验 EV PI 的 影响 ,具体 计 算 
结果 同上 ,结果 列 于 表 5. 14 
从 表 5.14 可 以 看 出 , 随 郑 标准 差 = 的 减少 , 先 验 EVPIT 也 减少 ,而 
r 的 减少 意味 普 用 来 描述 状态 8 的 先 验 分 布 愈 精确 ,可 见 先 验 
EVPI 中 有 相当 部 分 是 由 于 先 验 分 布 估计 很 不 够 精确 引起 的 。 盾 
以 , 若 能 撕 高 先 验 分 布 精度 , 即 减 少 其 方差 就 等 于 增加 了 先 验 信 
息 , 从 而 也 就 减少 了 先 验 完 全 信息 及 其 期 望 值 。 
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表 5.14 例 S$.18 的 党 先 验 EVPI 


r Do _LnCDr) 先 验 EVPi 
90 0.1111 0. 3459 3113.1 
70 0. 1429 0. 3315 2320. 5 
50 0, 2009 0. 3069 1534. 5 
30 0. 3333 0. 2542 762.5 
10 1. 0009 0. 08332 g3. 32 


例 5.21 某 汽车 客运 公司 计划 开辟 一 条 新 路 线 , 所 需 新 投资 
200 刀 元 。 每 位 乘 各 的 票 价 定 为 25 元 ， 人 该 公 
司 的 决策 者 有 如 下 二 个 行动 供 选 社 : 


a :开辟 新 路 线 ; 
oa :不 井 辟 新 路 线 ， 
设 行动 a; 的 收益 函数 为 入 (9,ai) , 则 有 
已 (gxi) 一 一 2X10 十 (25 一 5)X3650 
一 一 2X 10° 十 73008 
Qt,as) 一 0 
其 中 6 为 该 路 线 每 天 乘客 平均 数 。 


文 是 二 行动 线性 决策 问题 ,其 平衡 值 mw=274, 且 mm: 一 73 盖 0 
一 Ma。 对 类 似 于 新 路 线 的 老路 线 的 营运 状况 的 研究 发 现 每 天 乘 窗 
的 平均 数 9 服从 正 态 分 布 W(250,100:) , 即 先 验 期 望 x 二 250, 先 
验方 差 不 二 100?。 若 不 作 抽 样 即 做 决策 ,由 于 忆 (9) 一 250<<274 一 
名 ,他 将 选择 a;( 不 开辟 新 路 线 ) 为 最 优 行 动 。 
如 果 央 策 者 想 在 抽样 后 再 做 决策 ,首先 需 计算 先 验 EV PT, 这 
可 由 定理 5.6 获得 。 现 已 知 
t=|73—0|=73 
Do=|p— | /r= (274—250)/100=0. 24 
查 表 5. 13 得 Ly (0. 24) 二 0.2904, 故 
先 验 EVPI= 二 73X100X0.2904 二 2119. 92 
由 此 看 来 ,用 于 抽样 费用 不 宜 超 过 2119. 92 元 ,接着 本 应 按 $5.5 
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中 的 方法 确定 最 佳 样 本 量 后 青 行 抽样 ,可 决策 者 决定 先 运行 一 周 . 
纪录 7 天 的 乘客 实际 数 日 ,rm,…,z。 此 样本 均值 范 一 300 样本 方 
差 二 50?。 章 设 每 日 乘客 数 z 服从 正 态 分 布 NWCmoi) ,其 中 (一 
og/7=50:/7=18. 9:) 


Has 十 Xr 


A EQ|E = 300) 一 pr 


yt - 二 2 要 
18. 9 十 100: 98.4 


, LL 
of= Var(0|# = 300) = rr 十 oo 


_. 100° x 18. 9 
100? 十 18. 92 
即 在 已 知 去 = 300 的 情况 下 ,2 的 后 验 分 布 为 N(298.4,18. 62) 。 若 
基于 此 后 验 分 布 作 决策 , 因 后 验 均值 = 二 298. 4 盖 274 一 多, 次 策 者 
将 改变 注意 ,选择 wa ( 井 秤 路 线 )。 此 时 的 后 验 EVPI 仍 可 用 定理 
5.6 求 得 ,只 需 把 定理 5. 6 中 的 先 验 期 望 严 (6) 一 六 改 为 后 验 期 户 
E81z 二 300) 二 ju, 把 先 验 方差 r? 改 为 后 验方 差 Var(8| 示 一 300) 
二 qf 即 可 。 此 时 有 
上 一 |73 一 0| 一 73， 
站 一 | ma yc 一 |274 一 298.41718.6 一 1.31 


= 344.7 一 ]8. 全 


查 表 5.13, 可 得 工 (D0) 二 Ld. 34 一 0.04457。 故 
后 难 PT 一 tailLN(CDD) 一 73X18.6 冯 0.04457 一 60. 53 
由 此 可 得 出 抽样 信息 期 望 值 ( 在 样本 已 给 定 下 》) 
EVSI 二 先 验 EVPT 一 后 验 EVPI 

= 2119. 92 一 60. 53 

= 2059. 39 
假如 在 拟 开 辟 新 路 线 上 试 运行 成 本 为 每 大 180 元 ,抽样 总 成 本 5 
一 180X7 一 1260。 最 后 的 抽样 净 益 

~ ENGS—2059.39--1260. 00 一 799. 39 元 
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所 以 这 次 抽样 (是 运行 ) 从 成 本 上 看 也 是 值得 的 ， 全 人 了 原 


先 基 于 先 验 信 息 所 做 的 次 策 。 


二 、 贝 塔 分 布下 二 行动 线性 决策 问题 的 先 验 EYP7 
定理 $5.7 在 收益 函数 为 (5.10) 的 二 行动 线性 次 策 问题 中 ， 
若 状态 参数 0 的 先 验 分 布 为 贝塔 分 布 Be(a,B8), 则 该 决策 问题 的 


先 验 EVPI 如 下 
(1) 当 a/ (a 十 很 轴 时 
先 验 RVPI= Cm —ma) [0sPs(0<<0,50,8) — se BP 
O00;a+ 1 "B|— em) (0 | (5.13) 
《2) 当 ay (Cat 8B)>9, 时 
先 验 EVPI= (m1 —ma) | Ps(O<0iayD) ri 
(0 < ora + 1,8)| 《5. 14) 
其 中 mr 人 ma 为 9 的 平衡 什 ,Pa(A;a,B8) 表 示 用 风 塔 分 布 Be(a， 
B) 计 算 事 件 4 的 概率 。 
证 明 ; 当 E(9)=a/ (a 十 8)&0, 时 ,最 优 行动 为 az, 于 是 由 as 


的 损失 函数 可 得 
先 验 EVPI 二 | .everk0a 


ES | (m1 — m2) (0 — 0,) Ca 十 py IC1 一 08 140 


To TR) 
Lo 
20 — o|， 上 G 一 Oldg | 
= Cm — ma) [FA BPa(0 > ba 十 1 人 ) 


一 Pa(b > bo30,8)| 
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《77z1 = ma) 2a Ps 去 内 ja 十 1,8)] 


= 0 i 
在 


mz) | 0uPaCO < Osasp) 一 Pa < Oos0 


+ 15B8)| (oa ma) [6 — 
当 ala 十 8) 祖 ,最 优 行动 为 a1, 于 是 
先 验 EVPI = [0,a Vr) a 

[9 


| 
g++ ppB 


名 
| Tiat+ PB) iv DAp- 
= | om 一 ma 一 9 天 OO 0 一 Ord8 


ce Ta 十 Bo 6 一 
= = ma) | 9, a 


Ete T(t 1y (Te DT 95-dg] 
FeoFte 十 B+1) Jo Tlat DDT) 


= Gm 一 mbPe(g sboiap) 一 5 APO 


a+ 1,8) 

这 样 就 完成 定理 5.7 的 证 明 。 

注 1 定理 5.7 中 收益 晃 数 中 规定 吉 放 m;, 假 如 二 m; 定 
量 5.7 仍然 成 立 , 只 要 求 定理 的 结论 (5.13) 和 (5.14) 中 的 
?271 一 2922 改 为 xz 一 bi 或 改 为 | ~ mz | 即 可 。 

注 2 利用 Beta 分 布 与 二 项 分 布 之 闻 的 关系 ,在 w 与 有 皆 为 
上 整数 时 ,用 Beka,B8) 分 布 计算 事件 “9p2? 的 概率 可 以 转化 为 用 
一 项 分 布 计 算 , 具 体 公 式 如 下 : 


Pa(l8 过 加 ;ay 有 ) 一 人 >) |” 


， 


Bt 一 02o) 7” 


1 


= 和 
= 1 一 Se A 


J 了 =0) 
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其 中 ”一 zx 十 B 一 ] 下 面 的 例子 中 将 要 用 到 这 个 精确 的 等 式 。 

例 5.22 某 美 术 厂 与 外 单位 商谈 一 批 次 术 品 绘制 尘 务 ,如果 
绘制 成 功 , 每 张 美 术 作 品 可 得 600 元 ; 知 绘制 不 成 ,每 张 昌 赔偿 损 
失 1800 元 。 该 美术 厂 经 理 考 虑 到 图 案 复 杀 , 据 林 三 技术 力 午 估计 
废品 率 8 不 会 很 低 , 认 为 g 一 Betue(l,4). 那 么 该 三 是 再 应 接受 这 批 
绘制 任务 ? 

设 和 ez 分别 表示 接受 和 不 接受 这 批 绘 制 任 务 。 故 区 行 动 
集 .一 alsas} ,而 其 状态 集 @ 二 19:0<9<1), 按 题 意 , 其 收 蓓 昭 
数 为 


有 RE 
QO,2)= | 0 [re 
_ | 660 一 24000， 4 =al 

一 0, Hdo 


这 是 一 个 典 卉 的 二 行动 线性 决策 问题 ,这 类 问题 在 企业 经 营 中 常 
会 出 现 。 由 收益 函数 可 算得 平衡 值 %=174。 从 Beta (1,4) 分 布 中 
可 算得 六 均 废品 率 玉 (8) 二 1/(1 十 4 二 1/5。 由 于 在 这 个 问题 中 以 ， 
之 m2; 又 刁 ( 引 之 负 , 故 其 最 优 行 动 是 wm, 即 接受 这 批 任 务 。 

直观 上 看 这 个 问题 ,由 二 174 可 看 出 ,平均 绘制 4 张 有 - - 张 
废品 , 那 还 可 保本 (假如 材料 费 不 记 )。 如 今 平 均 废 品 次 五 (0 =17 
5, 即 绘制 5 张 有 一 张 废品 ,所 以 接受 这 批 任务 偿 是 在 利 可 图 的 .可 
该 美术 厂 经 理想 知道 ,假如 该 厂 绘制 人 员 充 分 发 挥 其 才能 ,还 有 多 
少 潜力 可 挫 呢 ?为 此 要 计算 其 先 验 EVPT 值 。 

在 这 个 例 了 中 玖 (的 于 加, 故 应 使 用 定理 5.7 中 55.13) 式 米 计 
算 其 先 验 EVYP7, 即 


= Lp -一 [1 B l 1 | -1 | | | 
先 验 E8A7 一 2400L Pal 81,4| 一 Pal es 二 22 4 
iT 1 
0 | 


按 注 2 说 明 ， 
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『 eq Y 
Palg < ls 


| 
8 中 
二 和 | 一 
SS 
< 
心 | 
革 


4 | 
= 0. 6836; 
i 3 1 工 人 5 一 区 
ra,9<3124) = Dl | 
ls 


代 回 原 式 ,可 得 
先 验 EVPI =2400[ 地 x0. 6836 一 二 0， 3672]~—2400X 260 
二 233. 9 一 120 二 113.9 元 

这 个 结果 表明 ,只 要 该 厂 绘 制 人 员 的 技术 发 挥 较 好 ,平均 每 张 还 有 
113. 9 元 的 潜力 可 挖 。 

三 、 伽 玛 分 布下 二 行动 线性 决策 问题 的 先 验 EVPI 

定理 5.8 在 收益 函数 为 (5. 10) 的 二 行动 线性 决策 问题 中 ， 
若 状 态 人 参数 8 的 先 验 分 布 为 车 玛 分 布 Ga(a,8), 则 该 决策 问题 的 
先 验 EVPI 如 下 

(1) 当 epss 时 - 
先 验 EVPT 一 (ma 一 mas)[bPcCO<biayB) 一 全 Pa(g<bia+1 ,B) 
一 Gm 一 m2) [9 一 各 | (5. 15) 

(2) 当 a/Pp> 名 时 
先 验 EVPI 二 Cm 一 mz)[0,Po(0<0 ;2.8) 


—gPe(0<0osat1 ,B)] (5. 16) 


其 中 mi >m2, 0 为 0 的 平衡 值 。 PetA;a,B) 表 示 用 傣 玛 分 布 {ra 
(a,B) 计 算 事件 4 的 概率 。 
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证 明 :类 似 于 定理 5.7, 这 里 略 去 。 

注 1 笔 理 5.8 中 收益 画 数 中 规定 ma 全 wa 假如 zi<ms 定 
理 5. 8 仍然 成 立 , 只 要 求 定理 的 结论 (5.15) 和 (5,16) 中 的 rr 一 mm， 
改 为 ms 一 m1; 或 疏 为 | 一 mz| 即 可 。 

注 2 利用 项 马 分 布 与 泊 松 分 布 之 间 的 关系 ,在 为 正 整 数 
时, 可 将 即 玛 分布 Pa,8) 计 算 末 件 “9ss0 ”的 概率 可 以 转化 为 二 
泊 松 分 布 计算 ,具体 分 式 如 下 ， 


PrOOS O30sB) = Y) Le 


其 中 4= 08 
例 5.22 在 森 二 行动 线性 决策 问题 中 , 收 答 函数 (单位 :万 
元 ) 为 
一 1200 十 25000， a 二 ay 
人 CO,x) 一 
1800 十 20000， 4 一 as 
其 中 9>0: 这 意味 着 状态 焦 为 半 直 线 , 又 设 8 的 先 验 分 布 为 如 玛 
分 布 Ga(3,1)。 现 求 其 先 验 EV PI， 
在 这 个 二 行动 线性 决策 问题 中 ,m= 二 2500 守 2000= 二 22, 平衡 
值 8,=6, 徊 玛 分 布 的 均值 E989) 二 a/8==3, 由 于 (09) 过 B,, 故 可 用 
(5.15) 来 计算 其 先 验 EVPI. 因为 m: 一 ms 二 500,0of=6, 故 有 
(5, 15) 可 得 
先 验 EV PI 一 500[8Pe(0<6;3,1) 一 3Pe(0<&6;4,1)] 一 500(6 一 3) 
按 注 2 说明， 


Pu 6;3,D)= 5 Se 
sr | 
2 
6 -5 
ey 
=1—e 1 二 6 十 多 | 
' 2 
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一 0.9380 
2 3 
P0041D=1~ et|1+6+ 人 + 人 | 


= 0 8488 


代 回 愿 式 可 得 


先 验 EVPI 二 500[6X0.9380 一 3X0. 8488] 一 1500 
一 40. 80 


习 题 


在 例 5. ] 和 例 5.3 中 ,工厂 决定 先 在 每 箱 中 其 人 答 三 件 产 品 ,请 在 其 它 茶 
件 不 变 情况 下 ;考虑 如 下 问题 ， 
(了) 设 z 为 顶 检 的 二 件 产 品 中 的 不 合格 品 数 , 在 给 和 定 二 下 , 写 出 不 合格 
品 率 8 的 后 验 分 机 (t=0,1,2,3)。 
《2) 写 出 所 有 的 决策 水 数 。 
《37 计算 每 个 决策 函数 的 后 验 风 险 。 
(4) 选 出 后 驻 克 险 最 小 的 诀 策 盟 数 。 
考察 如 下 损失 函数 
L(Gd)=e" "0(0-d) -1, 
《下 了 明 上 (09,4) 之 0， 
(2) 对 c 一 0.1,0.5,1.2, 星 出 (作为 0- 4 的 函数 ) 此 损失 函数 图 撒 ， 
《3) 在 这 个 损失 单数 下 给 出 贝 叶 斯 估计 的 表达 式 。 
《4) 设 xz … rs 是 来 自 和 下 态 总 体 入 0,1) 的 一 个 祥 本 ,8 的 先 验 取 无 信 
息 先 验 , 即 x(0)=1, 请 给 出 8 的 由 时 其 估计。 
设 x 一 NN(9,1) ,9 一 N(0;1) ,页 损失 卫 数 如 下 
LI0,6)=cs (0—6): 
证 明 :08 的 由 时 斯 估计 SpCr) 一 2r。 并 且 它 一 至 地 代 于 辣 (z) 王 ,好 64 
Cx) 的 后 答 风 险 一 - 致 地 小 54(7) 二 zx 的 后 验 风 险 。 
在 缺少 损失 函数 信息 场合 ,可 用 参数 9 处 的 密度 函数 值 p(x18) 与 行动 
a 处 的 密度 函数 值 ptx|a) 之 间 的 距离 来 度 其 损失。 如 下 一 个 路 离 较 为 
常用 


i ec | 
a. 箭 的 上 距离: (91,0) 二 Ln plzla) 


S. S 
和 .6 


5.7 


5.8 


S. 9 


5.11 


5.12 


站 RE 2 
5b Hellinger 距离 : 工 rz) 一 gr|, / Plr la) | 
2 plizl0) = 
假如 XX 一 入 (8,1) ,证 明 : 
Len) 一 二 (a 一 


nea) 一 1 一 exp{t 一 ca 一 9278， 
在 习题 5.4 中 , 设 X 一 N(0,0), 写 出 损失 函数 工 . 和 Ly 的 表达 式 。 
在 习题 5.4 中 , 设 园 一 Gakasglya 已 知 , 又 没 8 一 GacGyzo 7 与 已 
知 。 在 Hellinger 距离 作为 损失 函数 下 了 寻求 ?的 中叶 斯 估计 。 
设 后 验 分 布 r(8|z) 为 正 态 分 布 NCCx),1), 在 损失 尖 数 
| wk9 一 9? ， 6<0 
HOD 0 0, 50 
FF 录 求 8 的 贝 叶 斯 估计 。 
设 随机 变量 X~N C9,100) ,0 的 先 验 分 布 为 N(100:225) ,在 线性 损失 
末 数 
Lee.0)=| 3(0—6), 60 
3 一 5， $>0 
下 寻求 2 的 贝 叶 斯 估计 。 
设 和 = (XXX 一 (ZE) ,其 中 王 为 已 知 的 产 x 声 阶 正定 上阵 ， 
又 设 8 的 先 验 分 布 为 Na -oz) ,其 中 品 为 已 知 户 维 应 莉 ,sz 
为 已 知 pxp 阶 正定 泗 , 在 正定 二 次 损失 函数 
L(0,.6) = (6—8)'Q(6—0) 
下 寻求 9 的 帆 呈 斯 估计 。 
设 有 一 批 产品 ,二 不 合格 品 率 为 记 , 若 将 每 N 件 装 为 一 箱 , 然 后 从 一 
箱 中 随机 抽检 = 件 产品 ,得 知 不 合格 师 数 是 +。 求 这 钉 的 不 合格 品 率 gq 
二 ap 节 贝 叶 斯 估计 。 其 中 是 这 箱 中 的 不 合格 品 数 , 假 如 取 平 方 损 
失 函 数 LCw,6) 二 (6 一 w/N)’。 
设 义 ~5Cn,0),9 一 Bela,B), 在 损失 沙 数 


(8— a): 
0(1—0) 


下 录 求 8 的 贝 叶 斯 佑 计 ( 注 意 ; 姓 理 x 一 0 及 x 一 nr 时 记 说 候 )。 
设 84x 和 a 此 为 实数 ,r(21z) 对 称 、. 单 峰 , 江 为 19 al 的 增 冰 数 .。 证 明 ， 


LO a) Se 
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8 的 贝 叶 斯 决策 为 zx089|zx) 的 众 数 。 
接 到 船 运 美的 一 大 批零 件 , 从 中 抽检 5 件 ,假设 其 中 不 合格 山 数 zr~b 
(519) ,又 从 以 往 各 批 的 情况 中 已 知 98 的 完 验 分 布 为 Bet1,9)。 共 观察 
值 z==0, 在 以 下 各 损失 函数 下 分 别 给 出 8 的 贝 叶 斯 估计 。 
(DL a)= (0—a)’ 
CLO — 10—al 
(3)Z(g.a) 一 (一 a)27/[8(1 一 20)] 

0—a, [re 
ne 
在 习题 5. 13 中 ,车 建立 如 下 二 个 假设 

Ho:OSHE0.15, [11:9>0.15 

和 二 个 行动 ;a1 接受 五 和 (接受 Ii)。 在 以 下 各 损失 函数 下 作出 
中叶 斯 恰 验 
(1) 0 1 损 拓 函数 


(4) 也 (0 


1， 9>>0. 15 
(2) LOvan) 
0, asx0,15 
2， bs<<0.15 
Pb.eD| eS 
0, 60.15 
0>>0. 15 


1 
(3) Lvan) | 
0， Oi0.15 


1 0.15. 0， pb<0.15 
Z(0a)) | 
| 0， 6>>0. 15 


在 测定 儿童 智商 的 例子 中 , 设 关 ~N(81100) ,06~-N(100,225) ,在 测定 

儿童 短 商 中 发 现 特别 高 或 低 的 智商 是 很 重要 的 ,于 是 淮 为 加 权 损 失 
L(0,a)= (0—a)’e 0 ve 

是 适宜 的 (注意 :这 意味 善 知 商 9 为 145 或 55 要 比 8 怎 为 100 约 于 要 

9 售 )。 求 8 的 只 是 斯 估计 。 

设 买 一 人 ri 和 esszi) 服从 多 项 分 布 Ma;9) ,其 中 8 一 (81,… 9), 文 

设 8 的 先 验 分 布 为 Dirichlet 分 布 DCay,…,as) ,在 损失 函数 


£ 
Ze) = >》， (0 aa)’ 
i=1 


下 寻求 86 的 贝 叶 斯 估计 。 并 给 出 这 个 贝 叶 斯 估计 的 后 验 风 险 。 
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设 叉 ~Ns(98,T2) ,0~Nilp,B), 其 中 与 BB 为 已 知 。 阁 设 行动 
集 4= (faiyaz) ;Qi 庄 0,4; 之 0,41 十 ;二 1}。 在 损失 滑 数 工 
C0,4) 一 (94 一 1? 下 寻求 8 的 贝 叶 斯 估计 ， 
某 工 厂 的 产品 每 1000 件 装 成 … 箱 运送 到 商店 。 每 箱 中 不 合格 品 率 有 
如 下 两 种 状态 : 
=0.05. 8 一 0.10 
根据 过 去 的 经 验 , 工 厂矿 长 认为 这 姆 种 状态 发 生 鸭 主观 概率 为 
人) 一 0.7， (一 0 3 
接合 问 ,商店 发 现 一 件 不 合格 品 ,1 方 要 赔 申 1. 50 元 。 着 该 1 进行 全 
数 检查 ,每 件 的 检查 费 是 0. 1 元 。 如 今 三 长 要 在 如 下 二 个 行动 中 作出 
wi ;一 箱 中 全 数 检 醋 ; 
az :一 箱 中 一 件 也 不 检查 。 
(1) 写 出 工 】 的 支付 矩阵 和 损失 失 阵 ,并 按 先 验 期 望 准则 痊 出 最 优 行 
动 和 先 验 EV PT， 
C2) 车) 长 决定 从 每 箱 中 和 任 取 两 件 进行 检查 ,检查 结果 用 x+ 表示 不 合 
格 品 个 数 。 写 焉 所有 可 能 的 决策 范 数 。 
(3) 用 后 验 风险 准则 选 出 最 优 决策 函数 ,并 计算 后 验 EVP1 
(4) 求 抽样 信息 期 望 位 EVSI 和 抽样 净 益 ENGS。 | 
有 了 四 个 外 表 完 全 相 园 的 盒 了 , 可 分 为 两 类 , 甲 类 盒子 只 有 一 个 ,其 中 装 
有 80 个 白 球 和 20 个 红 球 ; 乙 类 盒子 有 三 个 ,每 个 盒子 都 装 有 20 个 蝗 
球 和 80 个 红 球 。 
(1 从 中 任 取 一 颌 ,请 你 狂 它 是 那 一 类 盒子 .如 果 猎 中 ,给 你 -元 钱 ; 如 
果 和 销 不 中 ,不 给 你 钱 。 你 怎么 猜 法 ? 
2) 如果 从 你 任 取 的 那个 盒子 中 青 任 取 -… 球 ,让 你 观察 球 的 颜色 , 你 如 
何 根据 这 个 球 的 颜色 来 猪 这 个 盒子 属 于 那 一 类 ? (用 后 验 风 险 准 
则 》 

《3) 从 抽取 的 一 盒 中 再 抽 瞩 容量 为 1 的 样本 时 , 写 出 所 有 可 能 的 类 策 
函数 。 

{4) 计 算 每 个 决策 函数 的 后 验 风 险 , 并 求 出 幢 叶 斯 决策 函数 。 

(5) 从 抽出 的 一 盒 中 再 抽取 容量 为 1 的 样本 时 , 求 此 抽样 信息 期 望 位 。 


5.20 某 种 植 桔子 的 专业 户 , 由 下 急需 一 笔 现金, 决定 将 自己 拥 布 的 10000 
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标 桔 子 译 夺 本 于 出 卖 , 售 价 为 40 万 元 。 某 水 果 公 司 派 人 妖 看 广 这 片 档 

林 , 鸽 计 平均 每 棵 树 能 收 3. 9 管 村 子 , 该 人 这 - 佑 计 的 标准 蕉 为 0.8 

管 ,当时 和 树 上 档 子 的 一 般 市 场 价 格 为 每 管 10 元 .假定 树 上 桔子 的 产 攻 

及 这 片 精 林 平 均 每 惊人 央 的 产 鞭 才 服从 正 态 分 布 。 

(1) 按 察看 人 的 先 验 估计 ,公司 是 香 宰 购买 这 片 桔 林 的 桔子 ? 

(2 完全 信息 期 望 值 在 这 蛙 指 什么 ? 求 完全 信息 期 望 值 。 

《3? 如 果 任 选 100 棵 树 作 为 样本 ,把 这 些 树 上 的 桔子 采摘 下 来 ,每 棵 怪 
上 的 村 于 平均 为 4.1 答 ,标准 差 为 2 管 ,但 由 于 桔子 的 提前 采摘 ， 
每 棵 树 要 造成 25 元 损失 。 

(进行 这 样 的 抽样 是 否 值 得 ? 

( 习 利 用 后 验 正 态 分 布 作 决 策 , 水 果 公 司 是 否 购 买 这 片 酝 林 的 桔子 ? 

(4) 如果 计 算 机 求 得 最 佳 祥 本 量 为 N'=58, 抽 样 净 益 ENGS C58) = 
24135 了 苑 。 比 抽样 100 棵 树 时 能 多 收获 收 访 多 少 ? 

在 二 行动 线性 决策 问题 四 ,其 收益 顶 数 为 

[一 12 十 258， & 一 0l， 

.8 十 200， pr 

(1) 若 取 96~N (10,47) ,请 计算 先 验 EVPI。 

(2) 若 取 一 N(10:r) ,对 rf 一 4,3,2,1 分 别 计算 先 验 EVPI，。 

3} 对 上 述 结 果 给 电 合 理解 释 。 

某 保 险 公 司 原本 没有 没 立 车 祸 保险 项 日。 为 考虑 增设 此 项 上 , 需 了 解 

车 祸 发 后 情况 。 设 -年 中 每 千 人 发 生 车 祸 人 次 数 9 一 已 (1 ( 泊 松 分 

布 )。 公 司 估 计 4 的 先 验 分 布 为 Caz535 ,1)。 为 更 慎重 些 , 通 过 对 愿意 购 

买 千 祸 保险 的 2000 人 调查 ,发现 他 们 在 一 年 中 有 85 人 次 车 栅 发 生 。 

假定 每 次 车 窒 , 公 司 平均 要 付出 赔偿 费 200 元 。 公 司 增设 广告 ,发 展 

这 个 项 目 每 年 需 10 万 元 费用 。 保 险 公 司 估 计 , 每 张 促 险 单 每 年 收 保 

险 费 10 元 ,可 卖 出 保险 单 10 万 张 。 如 果 按 这 样 收费 ,公司 每 年 朴 利 才 


少 ? 


QH, a = 


第 六 章 ”统计 决策 理论 


决策 论 也 有 贝 叶 斯 决策 论 与 经 典 5 或 频率 ) 决 策 论 之 分 ,前 二 
齐 马 介绍 了 贝 叶 斯 决策 论 。 本 章 前 二 节 将 介绍 经 典 诀 策 论 的 基本 
观点 与 基本 方法 ,然后 从 天 时 斯 观点 来 看 待 经 典 决策 论 。 


$ 6.1 风险 函数 


一 .风险 函数 

无 论 贝 叶 斯 决策 论 ;还 是 经 典 决策 论 ,他 们 都 认为 状态 集 9 一 
{0}) .行动 集 .z= 二 {a} 和 损失 函数 L(0,4) 是 描述 决策 问题 的 三 个 
基本 要 素 . 但 在 做 决策 时 两 派 所 定义 的 期 望 损失 是 完全 不 同 的 , 贝 
叶 斯 学 派 是 利用 先 验 分 布 r(e) 和 后 验 分 布 计算 期 望 损失 , 即 先 验 
期 望 损 失 ( 第 四 章 ) 


Ta | L000)d0 (6.1) 
和 后 验 期 望 损失 (第 五 章 ) 
RG |x) 一 | Ltd a lr)do (6.2) 


其 中 5Cx) 是 样本 空间 zx 一 itz) 到 行动 集 .er 上 上 的 决策 函数 ,在 样本 
给 定 下 , 先 验 期 望 损失 工 (e) 和 后 验 期 望 损失 民 (6G1z) 都 是 一 个 
数 , 央 一 个 行动 对 应 一 个 Lta), 或 一 个 决策 函数 8(x) 对 应 - -个 数 
R(S1x)。 根据 这 个 数 的 大 小 来 评定 -个 行动 或 一 个 决策 消 数 的 优 
与 劣 。 
在 经 典 决 策 论 中 不 认为 参数 8 是 随机 变量 ,只 认为 是 未 知 常 
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数 。 当 使 用 抽样 信息 获得 决策 函数 SCz) 后 ,损失 函数 艺 (9,6Cx)) 
的 不 确定 性 完全 是 由 样本 x 引起 的 ,为 了 消除 这 种 不 确定 性 可 用 
样本 空间 及 二 {x} 上 的 分 布 p(x19) 求 期 望 来 实现 ,这 就 形成 风险 
函数 概念 ,具体 定义 如 下 。 

定义 6.1 仅 使 用 抽样 信息 的 类 策 回 题 称 为 统计 决策 问题 
( 见 $ 5.1》、 设 SCxz) 是 某 一 统计 决策 问题 中 的 决策 函数 。 那 末 损失 
芳 数 艺 (9,6(x)) 对 样本 分 布 pCx|) 的 期 望 值 

民 (gB3) = EH,(0,6(x) 
es | Le0,8c)) pr Oax (6. 3) 

称 为 6(x) 的 风险 函数 .、 若 样本 空间 为 离散 的 , 则 只 查 把 上 式 积分 
号 改 为 求 和 号 即 可 。 

从 上 述 定义 可 见 ,风险 函数 也 是 一 种 平均 损失 , 它 是 在 样本 空 
间 瑟 上 的 平均 , 故 只 有 在 样本 x 可 作 太 量 重 复 下 才 有 意义 ,而 类 
基 重 复 在 实际 中 是 一 个 有 争论 的 问题 。 

平均 损失 是 愈 小 愈 好 , 它 是 在 频率 观点 下 用 来 衡量 决策 函数 
优 劣 的 一 把 尺子 ,不同 的 决策 函数 有 不 同 的 风险 函数 , 当 决 策 函 数 
给 定时 ,风险 函数 仍 是 9 的 函数 ,比较 两 个 决策 函数 Cx) 和 62《x) 
的 优 劣 就 要 观 其 风险 函数 RC(98,5) 和 RC69.6;) 的 大 小 ,大 家 知道 ， 
比较 两 个 实数 的 大 小 是 容易 实现 的 ,而 比较 两 个 函数 的 大 小 是 困 
难 的 ,少数 场合 ( 见 图 6.14) 可 以 立即 看 出 谁 优 谁 劣 , 多 数 场 
合 ( 见 图 6. 18) 是 不 易 区 分 优 劣 的 , 面 对 风险 函数 呈现 交 义 情况 


R R 


RG, 6,) 
RD 6,) y 
i A 
ee RO. 6) 
0 0 0 | 
{oa (|) 


图 6.1 两 个 风险 函数 的 比较 
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时 ,决策 者 是 选 不 出 最 优 的 决策 函数 ,而 对 一 个 决策 函数 类 红 == 
{6(XY)} 米 说 ,其 风险 函数 常常 呈现 交叉 情况 。 所 以 风险 函数 还 不 
能 供 决策 者 立即 使 用 ,但 给 统计 学 家 和 留 下 诸多 人 须 作 进一步 钙 究 的 
问题 ,受到 统计 学 家 的 注意 。 
二 .决策 函数 的 最 优 性 
儿 种 可 比较 风险 函数 大 小 的 场合 可 由 上 下面 定义 给 出 。 
定义 6.2 设 人 C(x) 和 6《x) 是 统计 决策 问题 中 的 此 个 决策 隆 
数 , 假 如 其 风险 两 数 在 参数 空间 8 上 一 至 地 有 
ROO) RO) YEH 
HH 在 … 些 9 上 使 上 述 严 格 不 等 式 成 立 , 则 称 决策 函数 6.(x)-- 致 优 
于 6,《x) ,假如 其 风险 函数 间 有 
RV) = RO ,6) ,YOEQB 
则 称 决 策 函 数 81 Cx) 与 68.(x) 等 价 。 
定义 6.3 设 史 ={6(x) 是 … 统 计 决 策 问题 中 所 考察 的 决策 
函数 的 全 体 。 假 如 在 决策 函数 类 纪 中 存在 这 样 一 个 决策 函数 人 
二 6 (x) ,使 得 对 之 中 和 任 一 个 决策 隆 数 6lx) 总 有 
ROY,6°) < RY,S), YecE 9， (6. 4) 
则 称 6" Cx) 为 作 中 的 一 致 最 小 风险 决策 函数 ,或 称 为 一 致 最 优 决 
策 函 数 ,假如 所 讨论 的 统计 次 策 问题 是 点 估计 问题 , 则 满足 (6.4》 
的 6° 称 为 邑 中 的 一 臻 最 优 估计 。 
土 述 二 个 定义 都 是 对 某 个 给 定 的 损失 函数 而 言 的 , 当 损失 函 
数 改 变 了 ,相应 结论 也 可 能 随 之 盯 变 ,后 - -个 定义 还 要 对 某 个 决策 
函数 类 而 言 的 , 当 决 策 函 数 类 改变 了 ，- - 致 最 优 性 也 可 能 改变 , 作 
为 鲍 了 我 们 从 决策 角度 来 考察 丝 典 统计 推断 的 三 种 基本 形成 :点 
估计 ,区 间 估 计 和 假设 检验 ,它们 在 特定 的 损失 函数 政和 特定 的 决 
策 函 数 类 下 都 可 看 作 是 一 种 特殊 类 型 的 统计 决策 问题 ， 
\ 统 计 决 策 中 的 点 估计 问题 
设 工 一 Cx ,Tn) 是 来 和 白 总 体 plz| 外 的 一 个 样本 ,入 寻 求 参 
数 8 的 点 估计 问题 中 , 常 把 行动 集 .ex 取 为 参数 空间 日 , 即 -oz 一 
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9, 估 计量 8= br) 就 是 从 样本 空间 X {xz} 到 .ex 上 的 一 个 决策 
项 数 , 损 失 函 数 J.(0,8) 就 是 用 68 上 友 估 计 真 值 0 时 所 引起 的 损失 .这 
样 一 来 ,点 估计 和 问题 就 是 一 个 特殊 的 统计 决策 问题 。 

假设 选用 平方 损失 函数 了 (0.0 一 (8 一 的 :那么 风险 函数 就 是 
的 均 方 误差 

RC80) = ABCz) — = MSEO) 
这 时 最 小 均 方 估计 就 是 6 的 一 切 决 策 也 数 类 纪 中 的 一 致 最 优 洪 
策 范 数 , 遗 怒 的 是 ,这 样 的 估计 在 纪 中 不 存在 。 倘 若 这 样 的 估计 存 
在 ,并 记 为 8', 它 是 8 的 - - 致 最 优 决策 函数 ,我 们 可 对 如 中 任 一 点 
0 构造 一 个 决策 两 数 
0.(X) 三 入 
从 而 风险 函数 Rb 在 0= 处 为 , 而 人 是 一 致 最 优 决策 函 
数 , 故 8 在 8 二 处 的 风险 值 必 为 零 。 由 于 负 的 任意 性 ,可 知 
RO0*)=0, VOIED 
这 表明 6 (x)==6 几乎 处 外 成 立 , 这 样 的 8° 不 古人 入 计量 , 故 这 样 的 
2 不 存在 。 

假如 把 决策 函数 类 限于 吃 的 无 偏 估计 类 2 中 , 那 末 其 风险 
函数 就 是 的 方差 ,这 时 8 的 一 略 最 小 方差 无 偏 估 计 (UMVUE) 
就 是 多 , 中 的 - - 致 最 优 决策 函数 ,寻找 9 的 UMVUE 在 经 典 统计 
学 教科 书 中 俐 有 详细 的 叙述 、 

从 统计 决策 理论 看 ,最 小 方差 不 是 一 个 估计 的 “最 优 ” 的 唯一 
标准 ,改变 损失 清 数 后 就 可 得 另 一 种 意义 下 的 最 优 估计 , 辟 如 ， 
Pitman 考虑 寻找 这 学 一 个 估计 8(x) 使 得 19 一 81 过 C 的 概率 为 最 
大 ,其 中 < 为 事先 给 定 的 某 个 正 数 ,这 种 估计 问题 也 可 以 看 作 一 个 
特殊 的 统计 决策 问题 ,这 只 要 取 0 一 1 损失 函数 
0 上 8 一 引 扫 e 
1:10— 90>e 
于 是 寻找 Pitman 意义 下 的 最 优 估 计 就 是 0 一 1 损失 函数 下 寻找 最 
小 风险 决策 函数 问题 。 


L(8,0) = 
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` 统 计 决 策 中 的 区 间 估 计 | 可 题 

没 x 一 (zz 是 来 自 总 体 plzr| 人 外 的 一 个 样本 ,在 寻求 参 
数 & 的 区 间 估 计 问 题 中 ,可 把 行动 集 取 为 某 个 给 定 的 区 间 类 ,如 

-x :直线 上 所 有 的 有 界 区 问 类 

这 时 .ez 中 每 个 行动 就 是 . -个 区 间 ,决策 国 数 就 是 定义 在 绞 ” 
上 而 在 -ef 中 到 值 的 区 间 范 数 

OX) = (di(x) ,d(x)) 
其 中 di1(x) 和 dzlx) 为 区 间 的 二 个 端点 , 若 取 如 下 损失 函数 
LB)) = mm {ds 一 中) + mL — 1d.d2)(0)] 

其 中 mm 和 rm: 为 某 二 个 给 定 正常 数 。 第 一 项 表示 这 个 区 间 (4)， 
d;) 长 短 引 起 的 损失 ,第 项 表达 了 当 6 不 属于 区 问 (di,d:) 时 而 
引起 的 损失 ,这 时 其 风险 函数 为 

有 ,SCY)) = mE dd, — di) + meP* [0 € (di,d;)] 
其 中 第 一 项 与 平均 长 度 成 比例 ,第 二 项 与 区 间 不 包含 真 值 的 概率 
成 比例 

假如 xi…，,z 是 来 自 正 态 总 体 NC(9,5) 的 一 个 样本 ,那么 在 
给 定 置 信 水 平 1 一 a(0 之 a 过 1) 后 ,可 用 1 统计 其 获得 8 的 置信 这 间 


一 1), 式 十 二 全 (一 | 


其 中 去 为 样本 均值 ,? = =- Do 一 )?/(n 一 1),tsln 一 1) 是 自由 
度 为 4 一 1 的 :分 布 的 /2 上 分 位 数 于 是 其 半 均 氏 度 为 


er A 上 


Eld;C— adi) = 本 US 1 
P| 尝 | 
es a ns 
La 一 1) r| 2 二 | 
而 该 区 闻 不 包含 真 值 9 的 概率 为 


PLOE diea)] 一 we 
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所 以 最 后 的 风险 函数 为 


了 | 至 | 
je 本 ms 1) | a 
庆 必 = 厂 | 一 -一 一 
2 | 


值 这 样 的 统计 决策 同 题 中 要 寻找 一 致 最 优 决策 随 数 也 是 办 不 到 
的 ,即使 在 m==0 或 m=0 场合 ,寻找 致 最 优 ( 平 均 长 度 最 短 或 
包 合 错误 值 的 概率 最 小 ) 决 策 藻 数 也 只 在 特定 的 区 间 类 中 才能 实 
现 

五 .统计 决策 中 的 假设 检验 问题 

设 x 一 (riy…yzo) 是 来 自 总 体 plz | 站 的 一 个 样本 ,又 设 6. 与 
@, 为 参数 空间 9 二 {9} 中 两 个 不 相交 的 非 空子 集 \、 存 不 假 11, 对 备 
择 假 设 五 | 的 检验 问题 中 , 常 把 行动 集 .wr 取 作 为 仅 有 .个 行动 
接受 与 拒绝 ) 组 成 的 集合 , 即 

- 吧 二 {0( 接 受 ),1( 拒 绝 ))} 
这 时 次 策 蚌 数 6x) 就 是 样本 空间 x 到 行动 集 .zx 上 的 一 个 函数 ， 
所 有 这 种 决策 函数 的 全 体 记 为 多 , 若 对 给 定 的 决策 函数 (x) € 
x , 记 
W 一 (Tbx) 一 1]) CCX 
则 决策 随 数 $Cx) 可 表示 为 拒绝 域 WW 上 的 示 性 函数 , 即 
l，, xEWwW 
0，, XEW 

反之 ,; 若 取样 本 裕 间 名” 的 任 一 子 集 碟 , 则 W 的 示 性 函数 就 是 该 
愉 验 问题 的 一 个 决策 函数 。 

最 后来 确定 损失 函数 LC(0,5), 它 可 看 作 8 为 真 时 ,而 采取 行 
动 6=6(x}) 所 引起 的 损失 、 此 种 损失 孙 数 常 采 取 0 一 1 损失 函数 ， 
即 


(x) 一 


0,0€ 地 


工人 2,0) = 
1,8 加， 
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D0 E 他 
了 (0 1) = 
lI1,0 EE 0, 


在 上 述 这 些 假 没 下 ,-~ 个 检验 问题 就 可 看 作 一 个 统计 决策 问题 ,这 
时 任 决策 函数 SCxz)? 的 风险 函数 为 
ROS) = Er?LC0,0Cx) 
到 | LCOSCr) px) NO dx 
FC) =1 
Se | LGCx)) pir|O dx 
ox) 一 站 
je Deceledz + |L(0,0)pCrlO) dx 


A (xXxEW), EQ, 
(IP? (xEW), 0€ Gu 
这 才 明 : 当 66G@o 时 ,其 风险 函数 就 是 犯 第 I 类 错误 ( 拒 真 错误 ) 的 
概率 ; 当 9€ @, 时 ,其 风险 函数 就 是 犯 第 工 类 错误 ( 存 伪 错 误 ) 的 概 
Neyman-Pearson 假设 检验 理论 的 基本 思想 是 在 限制 犯 第 
! 类 错误 琶 率 不 超过 荣 一 个 正 数 a 的 条 件 下 ,寻找 使 犯 第 1 类 错 
误 概率 尽 可 能 小 的 拒绝 域 ,这 在 统计 决策 理论 中 等 价 于 寻找 这 样 
的 决策 函数 5' (x) ,在 满足 
SupROO,6” (xT) Ea 
条 件 下 ,使 得 对 样本 空间 忒 中 任 一 子 集 的 示 性 函数 Cx) 有 
RO (Xx)) ROO YE OED 
所 以 寻找- 一致 最 优势 检验 的 问题 仍 是 特定 损失 函数 下 的 统计 决策 
沁 题 ， 
至 此 我 们 已 看 到 ,经 典 统 计 推 断 的 三 种 基本 形式 都 可 纳入 统 
计 决 策 的 框架 ,都 可 看 作 是 特定 行动 信和 特定 损失 函数 下 的 统计 
决策 问题 ,以 不 这 用 风险 函数 概念 和 决策 函数 语言 重新 把 它们 表 
达 出 米 , 这 对 寻找 一 致 最 优 决 策 丙 数 并 无 多 大 帮助 。 
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§ 6.2 容许 性 


一 ,决策 函数 的 容许 性 

对 给 定 的 统计 决策 问题 , 按 风险 函数 愈 小 您 好 的 原则 ,在 某 个 
决策 函数 类 多 中 挑选 一 致 最 优 央 策 函 数 常 常 难以 实现 ,于 是 统 计 
学 家 建议 , 降 底 要 求 , 用 容许 性 代替 一 臻 最 优 性 ,决策 函数 容许 性 
的 一 般 定 义 如 下 。 

定义 6.4 对 给 定 的 统计 决策 问题 和 决策 函数 类 多 , 诀 策 四 
数 汪 二 61《x) 忆 统称 为 非 容 许 的 ,假如 在 纪 中 存在 男 一 个 决策 两 
数 6 一 8,Cx) 满 足 如 下 两 个 条 件 

(ROND<R(OOD YEG 

(2) 在 中 至 少 有 一 个 6, 有 R(9,62) 二 RC(0,61) 

假如 在 胞 中 不 存在 满足 上 述 两 条 件 的 决策 函数 , 则 称 ,Cx) 
为 容许 的 ,在 点 估计 问题 中 ,相应 的 估计 量 称 为 非 容 许 估计 和 容许 
估计 。 

从 上 述 定 义 可 见 , 非 容 许 决策 函数 是 不 应 假使 用 的 ,但 这 并 不 
意味 着 任 一 容许 决策 函数 都 可 使 用 , 壁 如 ,不 依赖 于 样本 的 常数 值 
5Cx) 二 0 常常 是 参数 8 的 容许 估计 ,只 要 如 是 参数 空间 外 中 一 点 
即 可 ,因为 它 在 0 二 6 处 给 出 了 9 的 精确 估计 值 ,这 种 只 顾 6 一 点 
而 不 顾 其 它 的 估计 是 不 会 被 人 们 采用 的 ,直面 的 例子 将 进一步 说 
明 容 许 性 概念 。 

例 6. 1 设 X11 sn 是 来 日 正 态 总 体 No,o) 的 一 个 样本 ， 
大 家 知道 ,c: 的 常用 估计 是 

ee 
其 中 是 样本 均值 , 它 在 平方 损失 函数 下 的 风险 函数 为 


20° 


Ra 03) Par El (GY ey 2)? 三 RE 
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假如 我 们 仅 考虑 形 如 6.(x) = 二 必 ?的 估计 ,其 中 为 正 实数 .在 同 
样 的 次 损失 函数 下 ,6.(x) 的 风险 也 数 为 

RNG(X)) = EMG vg) 

TE (od = ote 

二 = | 2 Tc 一 c)? | 


上 式 方 手 号 内 是 c A 它 在 ca 一 (2 一 1)762 十 1) 处 达到 
最 小 ,所 以 令 


2 一 ] SN 1 
人 元 )? 
则 有 
Rg ) > Rg) 一 20° 
‘ “| + | 
这 就 证 明了 估计 他 是 非 容 许 的 ,但 要 注意 ,这 并 不 意味 着 估计 点 
一 定 是 容许 的 ,等 如 取 
ke A 
全 Re 
它 的 风险 国 数 为 . 
Rg ,gs ) = BE (ga 7 
| Re 1 < 2 | 
= 中 > 2 = o| 
= rp 2 Sa、 ro 2 
(ssl [D0)’ Sy 《2 + ol 
:ee zt 
> 2 
和 
nn 二 2 


由 于 民 (o2 到)< 民 Co ,2 ),Y 0, 所 以 B 仍 是 非 容许 估计。 
例 6.2 在 例 5.1 中 我 们 讨论 了 一 个 二 行动 线性 统计 类 策 回 
址 ,在 那 旦 有 二 个 行动 可 供 选 择 ,一 是 每 箱 100 件 产品 逐 - - 愉 查 
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(a1); 另 一 是 每 箱 中 一 件 都 不 检查 (Ca.), 工 上 决定 ; 先 从 每 箱 中 任 
取 二 和 件 检查 ,然后 根据 检查 结果 再 作 决 策 , 这 里 抽 祥 检查 结果 为 
0,1,2 等 不 台 格 品 件 数 。 由 此 可 见 , 从 字 ==10,1,2} 到 7 二 1a， 
az 上 的 任 一 变换 都 是 该 统计 决策 问题 的 雇 策 珊 数 ,此 种 决策 蚌 数 
共有 8 个 ,它们 已 列 于 表 5.2 

佳 抽 检 二 件 产品 后 ,. 上 厂 为 每 第 的 支付 函数 W (C9,a) 已 在 例 
5. 1 中 指出 ,在 例 5. 1 中 还 把 它 改写 为 如 下 损失 果 数 


178. 4 一 12508， 0 
Lda) = : 

0， > 

0， 0 
Ed | Nh 

— 78.4 二 12500，08 计 0, 


其 中 如 =0.06272, 另 外 春 设 X 为 抽取 二 件 产品 中 的 不 合格 站 的 
件数 , 则 居 服从 二 项 分 布 5(2,9), 即 


, 
1 


2 
PX = 工 放 一 | ja ws 候 )2 一 0 1 2 
2 


在 例 5.3 和 例 5.4 中 ,利用 8 的 先 验 分 布 吕 (0,0,12) 已 算出 
上 述 8 个 决策 函数 的 后 验 期 望 损失 ,经 起 简单 比较 ,就 看 出 其 中 
cx(z) 是 后 验 期 望 损 失 最 小 的 决策 函数 。 现 在 我 们 转 而 计算 这 8 个 
诬 策 函数 的 风险 函数 。 辟 如 ,265(z) 的 风险 盟 数 为 

RCO,65) 一 ELCO, S.Cr)) 
= LO,6 (0 Polr 一 0) + LO,6(1)) Pr = 1) 
+ L(0,6s(2) Poelxr = 2) ; 
= LO0a)(l -0+ LO,a) ，2001 一 人 
十 亏 (g,ai) 鲜 
把 损失 函数 代入 , 当 <2 时 
RO,6.) 一 (78.4-- 12500)[1 一 (1 一 0 
当 0>0, 时 ， 
R(G,65) = (— 78.4 二 + 1250D) (1 一 的? 


类 似 地 可 写 出 其 它 几 个 决策 函数 的 风 丛 函数 。 它 们 是 


R(O,61(z)) = 
RO,B2Az)) 
R061 02)) = | 
ROG,O Cz))= | 
ROG,66(z))= | 
R081(z))=| 


RIO, (x)) = | 


| 78. 4 一 12500， 


(78. 4 一 12500)(1 一 多)， 
(一 78. 4 十 12500722 ， 
(78. 4—12500)[1—20(1 一 0),， 
: (—78.4++12506) +， 28(1 一 9)， 
(78. 4—12500) (1—0)?, 
(--78.4 二 12500)[1 一 (1 一 0) 站， 
j (78.4.—12500) » 29(1—0)， 
C-—78.4+12500)[1—20(1C—)]， 
(78. 4—12500) 0, 
《一 78. 4 十 125028)(1 一 免 )， 
0， 
《一 78. 4 十 12509) ， 
这 些 风险 函数 在 6 二 0(0., 02)0.12 的 值 列 在 表 6.1 上 

表 6.1 8 个 有 风险 函数 在 4 二 040.02)0. 12 上 的 值 (单位 :元 ) 


Bt 
8>0, 
0 


站 全 如 
< 和 
0 
8<0, 


0 


B9< 
2 名 
2<:on 


0 一 所 
0<0, 


0> 已 


R{8,6(.r)) 0 0.02 0.04 006 0.08 0.10 0.12 
RO Cr)) 78.4 53. 40 ”28. 40 3. 40 0 0 0 
ROL)) 78.4 53.38 28.35 3.39 0.14 0.47 103 
RO, (Cx)) 78.4 51.31 26.22 3.02 3.14 8.39 15.12 
ROO, .C7)) 78.4 51.29 26.17 3.00 3.32 885 16.15 
RG, 6 (x)) 0 2.11 2.23 0.10 18.68 37.75 55.15 
RCO ,doz)) 0 2.09 2.18 0.38 18.42 33.21 56.48 
RG, dr Cr)) 0 0.02 0.05 0.0 21,46 45.13 70.57 
RG, O81)) 0 0 0 D 21.60 46.60 71.60 


从 表 6. 1 上 可 以 看 出 : 当 该 上 的 不 合格 品 率 9 在 0 与 0.12 之 
向 , 那 在 此 8 个 决策 函数 组 成 的 类 中 不 存在 一 致 最 优 决策 沽 数 ,但 
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也 没有 一 个 是 非 容 许 决策 孙 数 , 面 对 这 8 个 窗 许 的 决策 函数 ,决策 
省 仍 是 无 所 适 从 ,要 注意 到 ,容许 性 的 讨论 不 在 于 选 优 ,而 在 于 排 
除非 容许 性 。 

二 ,Stein 郊 应 

正 态 均值 用 其 畔 本 均值 去 估计 有 很 好 的 性 质 , 人 们 都 经 常 使 
用 它 , 当 把 这 样 的 估计 推广 到 p 元 正念 分 布 场 合 时 出 现 了 意 想 不 
到 的 结果 。Stein 在 1955 年 指出 ,在 多 元 二 次 损失 阔 数 下 ,，p 汪 3 
时 ,样本 均值 向 其 是 正 态 均值 向 其 的 非 容 许 估计 ,这 个 结果 在 当时 
统计 界 引 起 秦 动 效应 ,产生 研究 容许 性 的 热潮 ,并 持续 二 、 三 十 
年 之 久 , 媚 今 把 这 个 效应 称 为 Stein 效应 (Stein effect) ,这 蛙 先 时 
例子 形式 来 叙述 Stcin 的 结 里 ,然后 叙述 其 影响 。 

例 6.3 户 元 正 态 总 体 均 值 的 估计 

没 xx 一 (zxzo) 服 从 下 元 正 态 分 布 N, (vy, 了 7,), 其 中 
pnypp) ER ,J 为 pp 阶 单位 阵 。 如 今 对 x 仅 作 -- 次 观察 ,并 
用 观察 结果 

LX) = ris rs)’ 
去 估计 总 体 均值 向 量 pv, 现在 p 元 二 次 损失 衣 数 
LH,6) = (6— (6— 

下 研究 3C(x) 的 容许 性 问题 ,Stein 在 1955 人 年 指出 6Cx) 在 p 宇 3 时 
是 的 非 容 许 舍 计 , 但 证 明 不 是 结构 性 的 ,到 1961 年 ,James 和 
Srein 给 出 了 比 》Cz) 一 致 更 优 的 估计 。 


s(x) = |1— LF2)x 《6. 4) 


\ a 
这 个 估计 被 称 为 james-Stein 估计 ,选用 这 个 估计 的 直观 想法 出 
全 
五 (CE) = EC 二 十 Xx) 二 pp 二 +H 
这 就 告诉 我 们 , 当 用 x 友 舍 计时 ,x 的 平均 长 度 EE(x 'x) 实 际 上 
比 上 5 的 羡 度 卡 , 这 是 一 种 系统 偏差 ,需要 改进 ,改进 的 方法 就 是 和 将 
x 乘 以 某 一 个 修正 因子 ,Stein 考虑 到 这 个 修正 因子 与 x 和 pp 有 
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关 , 故 选用 | 1 一 如 了 | 作为 修 下 因子 。 
为 了 在 p 宇 3 时 证 明 6Cx) 二 x 是 4 的 非 容许 估计, 我 们 只 卓 证 
大 
RGB > RAIN CII YN HE Ri,p23 
即 可 。 为 比 需要 进行 一 系列 的 计算 。 
RMSOCX)— RON OS (Cr)) 
=ECx—H) Gm—Elr—e ru | 一 和 2 一 


=cp—2) {2—2E| SE| 一 一 2 有 于 | | 
其 中 数学 期 望 是 用 工 的 分 布 Nky,71o) 计 算 的 ,进一步 的 计算 需要 


如 下 二 个 恒等式 


| 1 | 
a = a TR 
ux| Li 2K i 
| = 5 二 统一 | 


其 中 天 是 一 个 服从 参数 为 7= 训 学 上 的 泊 松 变量 。 用 此 泊 松 分 
布 计 算数 学 期 望 用 E; 符号 表示 ,把 上 述 两 个 期 望 代 回 原 式 , 可 得 
ROUOCX)) — RCM, (x)) 


Ee _oEl 2K 1 oo 
一 中 一 2)12 28 5 二 红 一 2) 一 愉 一 2 


ea 


A a 4K £2. 
= 2)E,{2 户 十 2 天 二 3 人 
| 
Su Er 7 十 3 一 | 


由 此 看 出 , 当 p 之 3 时 ,上 式 大 于 零 , 从 而 证 明了 8(x) =x 在 p 之 3 
时 是 非 容许 估计 。 
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这 个 结果 发 表 以 后 ,引起 各 辐 统 计 学 家 的 叫 索 ,考虑 了 很 多 的 
问题 , 妇 类 伦 的 规 象 是 洗 在 其 它 分 布 族 中 内 会 出 现 吗 ? 常 用 的 统计 
量 是 否 都 是 容许 的 ?对 一 些 分 布 族 的 参数 ,其 容许 估计 的 充分 条 件 
或 充 要 条 件 是 什么 ? 这 种 现象 是 否 吓 由 于 报 尖 函数 引起 的 9 Stein 
级 这 个 结 昌 给 人 们 留 焉 了 极其 深刻 的 印象 .引起 了 一 系 旭 的 研究 ， 

绊 如 在 证 窜 James-Stein 个 计 中 ,人 和 们 发 现 . 当 观察 向 量 * 接 
近 于 堆 时 , 医 子 [1 一 (一 2)pxz xj] 会 出 现 旬 值 ,其 至 举 x¥' x 一 0 时， 
这 个 人 对 子 会 趋同 一 人 ,对 此 Baranchick (1970) 提 凡 如 下 的 截 懂 估 
计 进 行 改进 。 
| 1— jx, gre 
人 《6. 5) 

0 其 它 
其 中 满足 6 一 2<scs202 一 2) 这 个 估计 被 称 为 截 尾 ,1 一 S 估计, 它 
一 致 地 比 不 虎尾 ,/ 一 S 估计 (6. 4) 些 优 , 特 别 ff :对 68s 作 了 改进 ， 
但 是 对 不 同 的 < 值 ,(C6.5) 的 风险 函数 仍 不 可 比较 ,再 想 对 规 尾 J 
一 S 估计 作 改 进 已 很 困难 了 ,对 产 一 9 和 c= 二 2p 1 时 ,67 的 风险 
范 数 如 图 6. 2 所 示 。 网 中 的 水 平 线 是 6GGr) = 的 反 险 函数 
及 (5) 一 9 


64(z) 一 | 1 一 - 生 | x= 


6.2 截 昆 J 一 $ 估计 与 均值 的 风险 函数 的 比较 
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$6.3 最 小 最 大 准则 


一 .最 小 最 大 准则 

假如 在 岂 策 函数 类 中 别 去 非 容 诗 决 策 函 数 后 .对 容许 决策 也 
数 的 风险 函数 进行 必 点 比较 旦 选 不 出 最 优 决策 函数 的 ,假如 以 对 
风险 函数 菜 一 侧面 进行 比较 。 从 中 选 出 这 一 侧面 上 的 最 优 决 策 也 
数 是 可 行 的 ,最 引 人 注 目的 侧面 是 风险 函数 R(8,5) 在 参数 空间 日 
二 的 最 大 值 MaxR(8,), 它 表示 决策 者 选用 决策 还 数 6=8Cx) 后 
可 能 引发 的 最 大 风险 ,这 是 决策 者 最 不 愿 看 到 的 风险 ,但 也 决 不 能 
回避 的 并 实 ,从 最 坏处 着 眼 ,决策 省 本 能 不 防 。 如 何 防 备 呢 ?考虑 
到 每 个 风 恰 明 数 在 日 上 家 有 个 最 大 风险 ,这 些 最 大 风险 都 是 一 
些 实数 ,可 以 比较 其 大 小 ,最 大 风险 最 小 比 准则 由 此 产生 ,这 个 准 
出 的 英文 名 是 Minimsx 我 们 把 它 详 为 “最 小 最 大 ”, 于 是 最 大 风险 
最 小 化 准则 葡 称 为 最 小 最 大 准则 , 它 的 - 般 定 义 如 下 。 

定义 6.5 设 x= 一 (zy ,Xi) 是 来 自 总 休 plxr| 人 外 的 -一 个 样 
木 ,0E@, 信 一 {6} 是 样本 空间 关 二 {x} 到 行动 集 4 二 {4a} 上 的 某 个 
决策 函数 类 ,在 损失 也 数 LL(9,6) 下 ,下 面 的 数值 

区 一 Min MaxR (0,6) 一 Min MaxE* LL(0,6 (KX)) (6.6) 
穆 为 最 小 最 大 风险 ,假如 在 罗 中 可 选 出 这 样 的 决策 国 数 S" ,位 得 
MaxR(0,9  ) 一 及 ， 

则 称 35" 为 该 统计 决策 问题 在 最 小 最 大 准则 下 的 最 优 决策 函数 ,或 
称 最 小 最 大 诀 策 函数 ,在 点 估计 问题 中 ,这 样 的 人 还 称 为 最 小 最 
大 估计 。 

寻求 最 小 最 大 决策 函数 可 分 为 一 步 : 

第 -- 步 ,对 多 中 每 个 决 筑 函 数 5Cx) 求 出 其 风险 函数 在 8 上 
的 最 大 风险 信 MaxR 《2.9] 。 

第 .- 步 ,在 所 有 最 大 风险 值 中 选取 相对 最 小 值 ,此 值 天 应 的 决 
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策 函 数 便 是 最 小 最 大 决策 沙 数 。 

从 策略 观点 看 .最 小 最 大 准则 是 子 防 特大 风险 出 现 的 种 稳 
爱 策略 ,实际 中 常 使 用 这 种 策略 思想 作 决 策 ， 

例 6.4 实际 中 使 用 最 小 最 大 准则 的 例子 。 

(1) 在 海洋 上 要 建造 … 座 石油 销 并 平台 ns 充分 状 虚 到 
所 建 半 台 能 洽 御 |- 一 级 大 风 和 特大 暴雨 司 时 知 币 ,假如 仪 改 虚 这 
些 , 那 安全 的 平台 的 造价 - 定 是 很 昂贵 的 ， te 
去 充分 考 虚 各 种 天 气 现象 的 可 能 性 。 在 保证 安全 的 前 提 下 选择 造 
价 尽量 能 减少 的 设计 方案 ,此 种 设计 思想 就 是 最 小 最 大 策略 ，。 

(2 防洪 绒 害 设计 也 要 按 最 小 最 大 准则 进行 ,以 保证 百年 一 过 
的 条 件 下 使 建造 费用 尽量 减少 ， 

《3) 城 市 道路 宽度 的 设计 也 此 用 到 最 小 最 太 准则 ,很 多 调查 数 
据 表 明 , 在 路 11 停 止 等 待 通过 的 汽车 数 ( 在 一 定 的 观察 时 间 内 ,如 
一 分 钟 等 ) 服 从 泊 松 分 布 P04, 假如 用 样本 均值 去 估计 泊 松 均值 
参数 4, 据 此 设计 道路 宽度 , 那 末 路 口 停止 等 待 通过 的 汽车 数 是 不 
会 减少 下 来 的 ,这 时 取 4 的 最 小 电大 估计 是 适当 的 ,这 会 有 利于 减 
少 路 叮 停 止 等 待 的 汽车 数 , 这 对 道路 和 的 设计 者 是 很 重要 的 。 

(4) 对 较 小 规模 企业 ,由 于 资 鲍 单薄, 经 济 上 常 经 不 起 大 的 溃 
击 , 在 投资 方向 上 常 采 用 最 小 最 大 策略, 为 『 回 辟 大 的 风险 宁可 少 

(5) 很 多 人 参加 人 寿 保险 或 财产 保险 也 出 寺 此 种 策略 ,他 们 宁 
可 平时 无 事 花 点 钱 , 免 招 突如其来 的 灭顶 之 灾 。 

另外 ,最 小 最 大 准则 也 有 保守 一 面 , 这 一 点 常 引起 人 们 的 争 
论 , 壁 如 ,在 例 6. 3 中 给 出 的 卫 元 下 态 均值 向 晤 4 的 估计 有 如 下 
两 种 


OCT) =x 
J 1 十 
sm 一 [1 一 开交 + 


它们 的 风险 函数 如 图 6. 2 所 示 ,假如 仅 从 这 两 种 估计 中 选择 的 话 ， 
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4 的 最 小 最 大 估计 是 BCz) 一 z, 可 另 一 估计 他 在 YA 较 小 时 的 风险 
明显 地 低 于 的 风险 ;而 在 KUA 较 大 时 ,人 的 风险 虽 比 3 的 风险 大 
一 点 ,但 其 超过 基 是 微小 的 ,其 于 可 和 忽略 不 计 , 所 以 选用 是 难于 
接受 的 。 
例 6.5 在 例 6.2 中 我 们 届 到 有 8 个 尖 策 函数 组 成 类 
= {6 ,600 0, ,0 ,0 ,0,08)} 

假如 参数 空间 9 选 为 [0,0.12],; 即 不 合格 品 率 8 在 0 到 0.12 之 
间 , 那 从 表 6. 1 上 容易 看 出 纪 中 每 个 决策 函数 所 具有 的 最 大 风险 
值 ( 见 表 6. 2), 从 中 立即 可 得 8s(Cz) 是 最 小 最 大 风险 准则 下 的 最 优 
次 策 函 数 。 其 中 66z) 为 


6,， 二 人 0 
0 Cx) 一 


0，, 让 二 1,.2 
妈 从 每 箱 中 随机 抽取 二 个 产品 进行 检查 , 当 其 中 没有 - - 件 是 不 合 
格 品 时 就 不 再 检查 其 它 产 品 ; 当 其 中 至 少 有 -- 件 是 不 合格 品 时 就 
对 全 箱 产 映 逐 一 零 查 。 采用 上 (zxz) 所 引起 的 最 大 平均 损失 是 55. 45 
元 / 箱 ,这 是 它 的 最 小 最 大 风险 。 
表 6.2 8 个 风险 函数 的 最 大 值 


MaxR(0,6(z)) 


MaxRC0,acr)) 


Oz) 55. 45 


例 6.6 设 z 是正 态 总 体 NO,1) 抽 取 的 (容量 为 1) 样 本， 
< 二 {0.:6.(X) 一 cryc 为 任意 实数 } 
要 寻找 8 的 估计 , 若 取 平方 损失 , 则 25 中 任 一 个 估计 全 的 风险 函 
数 为 


RP) = Eer — OY 
= Ectr om 人 D(Ce- 1)9%: 
二 ce 十 (cc 一 1D): 
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容易 看 出 , 当 c==1 时 ,R91,61) 二 1]。 而 当 c 放 1 时 ,有 
ROBB RGB6.), YOER 

所 以 当 rc 全 1 时 ,8 是 一 致 优 于 他 。 可 当 c 委 1] 时 , 诸 6. 的 风险 现 数 
呈 交 叉 状态 , 故 对 诸 风 恰 函 数 逐 点 比较 ,在 多! 中 没有 一 至 最 小 风 
险 值 计 ,但 它们 在 R 有 上 的 最 大 风险 可 以 算出 

SupRO,) 一 Sup[c + Co VF]|= 3 人 

dER ER oo, 人 了 
可 见 , 按 最 小 最 大 准则 ,6,(z) 二 zx 是 8 在 DD, 中 的 最 小 最 大 估计 ， 
其 最 小 最 大 风险 为 1。 | 

二 ,最 小 最 大 估计 的 容许 性 

下 面 二 个 定理 表明 了 最 小 最 大 估计 与 容许 性 间 的 关系 。 

定理 6.1 在 一 个 统计 决策 问题 中 ,假如 6o(Cx) 是 参数 8 的 唯 
一 -最 小 最 大 估计 , 则 SCxz) 也 是 8 的 窘 许 估计 。 

证 明 :倘若 66C(x) 是 非 容许 的 , 则 应 存在 另 一 个 售 计 Cx) 
( 尖 66(x)) ,使 得 

RIOH) EC RGGI YOEQ 
是 在 人 日 中 至 少 有 一 个 8 可 使 上 述 沪 格 不 等 式 成 立 , 因 此 有 
MaxR (0,601) < MaxR(0,60) 

从 而 全 C(x) 也 是 8 的 最 小 最 大 估计 ,这 与 6 是 唯一 的 最 小 最 大 估 
计 了 矛盾 。 故 此 种 六 (xz) 不 存在 ,证 毕 。 

从 上 述 证 明 过 程 中 可 以 着 出 ,定理 6. 1 对 任 一 指定 的 决策 上 
数 (估计 ) 类 都 成 立 , 故 没有 掉 指 出 具体 的 决策 函数 类 ,下 面 的 定妆 
也 足 这 样 。 

定理 6. 2 在 - -个 统计 决策 问题 中 ,假如 Cx) 是 参数 9 的 窑 
许 佑 计 , 且 在 参数 空间 8 上 有 常数 风险 , 则 5,(x) 也 是 8 的 最 小 最 
大 估计 。 

证 明 : 由 于 6, 的 风险 函数 是 常数 , 故 对 @@ 中 任 一 个 有 

MaxR(0,6.) = RW,,d.) 
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倘若 6; 不 是 2 的 最 小 最 大 估计 , 则 应 存在 另 一 个 估计 2 Cz) ,其 在 
忍 了 的 最 大 风险 不 应 超过 6 的 常数 风险 ,二 
MaxR(O,6,) < R(O, ,on) 
从 市 有 
RO,0) SE RD, ,6,) YOEQ 

假如 下 述 闫 格 不 等 式 那 特 对 8 中 某 一 个 8 或 立 , 则 说 明 6 不 是 容 
许 舍 计 ,假如 在 马上 上 述 等 式 处 处 成 立 , 这 也 与 名 是 容许 估计 所 
盾 , 这 些 矛 盾 说 明 此 种 6 本 存在 ,证 毕 。 

例 6.7 设 随机 变 基 Y 服从 佑 翅 分 布 G(a,179), 其 中 >0 
已 知 ,8 未 知 , 利 用 Kartin(1958) 定 理 可 在 平方 损失 清 数 1L(8,6) 
二 (8 一 9)? 下 求 得 的 容许 估计 9 《>) 一 >/G 一 e), 现 米 计 算 这 个 
窑 许 估计 的 风险 函数 


RO BY = dg yg 
， eol 十 wa De 


i 


人 | 
Ca}jo\liea 


1 
— 1| wu lie"agu 


F rit2) 21 (er 1) > | 
i od A 
ee 
i 


这 个 风险 函数 仍 是 8 的 函数 ,假如 取 如 下 的 加 数 平方 损失 函数 工 
(8,6) 二 C6--9)?/#5, 那 未 0 的 风险 函数 为 (1 十 a) ! ,这 与 8 无关, 册 
定理 6. 2 知 , 8 《yy) 在 上述 加 权 平 方 损失 函数 下 是 8 的 最 小 最 天佑 
计 , 由 此 可 见 , 寻 求 最 小 最 大 估计 时 ,损失 函数 形式 有 较 大 关系 。 

$6.4 贝 叶 斯 风险 


一 、 贝 叶 斯 风险 
假如 把 先 验 信 息 加 入 到 统计 决策 问题 中 去 ,我们 立即 会 看 到 
246 


- 些 有 趣 的 现象 。 

定义 6.5 对 给 定 的 统计 决策 癌 题 和 给 定 的 决策 国 数 类 5 
设 决 策 珊 数 So) CE 如) 的 风险 函数 为 RC0,6Cx)) 又 设 2 的 先 验 
分 布 为 fx(9, 则 风险 函数 对 先 验 分 布 的 期 望 


| RGB)rCO)a0， 9 为 连续 


R60) = | (6. 8) 


2 RC0;,6)7(0,), 9 为 离散 
称 为 6x) 的 由 时 斯 风险 ,假如 在 决策 甫 数 类 如 中 存在 这 样 的 决 
策 遂 数 8S" (ix), 使 得 

ROO') = MinR(9) (6. 9) 
则 称 6* Cx) 为 6 在 足 叶 斯 风险 准则 下 的 最 优 决策 汕 数 。 

从 上 述 定 义 可 见 , 由 叶 斯 风险 RC() 是 一 个 实数 ,如 中 每 个 误 
策 团 数 都 有 - -个 贝 叶 斯 风险 ,其 中 具有 最 小 由 时 斯 风险 的 诀 策 两 
数 就 是 由 叶 斯 准则 下 的 最 优 决策 预 数 。 

例 6.8 在 例 6.2 的 产品 检查 的 例子 中 对 可 能 的 8 个 决策 两 
数 分 别 计算 了 相应 的 风险 函数 ,车 取 c0,0,12) 上 的 均匀 分 布 作 为 
9 的 先 验 分 布 ,现在 米 计算 它们 的 由 叶 斯 风险 , 先 计 算 6 与 总 的 
贝 叶 斯 风险 。 

RC6) 一 [8 4 一 12500)d0/0. 12 
一 20. 4885 


2 
二 上 (78.4 — 12500) (1 — 0:)4d0/0. 12 


fro. 12 
| (~~ ?78.4 + 12500) 8:d0/0. 12 


= 20,7596 
其 余 6 个 由 时 疡 风险 的 计算 结果 列 于 表 6. 3 上 


-. 表 6.3 8 个 贝 叶 斯 风险 


Sy Sy | 局 
人 
[| 
i 
>» 
人 


zz Oy 
> Lv 
Co 

eg 


SY Dy DI Cy 
2 

— Le 一 
© DC 下 
Co WD ww 四 
co ~ OO 
vl wD 富 一 


从 表 6.3 上 可 见 , 按 由 叶 斯 风险 准则 ,9 的 最 优 决 策 滑 数 应 是 
fifxz) ,这 与 用 石 验 风 险 准 则 获得 的 结 其 5 见 例 5. 3 与 例 5.4) 是 一 
样 的 ,这 一 现象 并 非 偶然 ,下 面 将 要 说 明 其 间 的 内 在 联系 。 

二 . 贝 叶 斯 风险 准则 与 后 验 风险 准则 的 等 价 性 

为 了 讨论 这 个 问题 ,我 们 首先 建立 由 时 斯 风险 R(6) 与 后 验 风 
险 RG,x) 之 问 的 关系 ,由 由 叶 斯 风险 和 风险 函数 的 定义 知 


RG) = | ,RC0, 6) (0d0 


芭 | | Ze0spGelOarirto)dp 
由 六 叶 斯 公式 知 
POr|IOm 0) = rt |x)m(x) 
于 中 zx9|x) 为 8 的 后 验 密 度 卫 数 ,my Cr) 为 样本 x 的 边缘 密度 清 
数 , 把 上 不 代 回 原 式 ,并 交换 积分 深 序 , 即 可 得 
RB) = | {| ,0,0 x doym (KIdx 


-| ROG Ir)m(x) dr (6. 10) 


其 中 RCG1x) 是 5 的 后 验 风险 ,最 后 等 式 表明 :由 叶 斯 风险 是 后 验 

风险 天 边缘 分 布 mx(x) 的 数学 期 望 ,这 虫 为 保证 上 上 述 积分 次 序 可 交 

换 性 成 立 需要 一 个 条 件 , 这 个 条 件 就 是 内 叶 斯 风险 在 整个 决策 函 
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数 类 纪 上 的 最 小 值 二 与 限 的 , 即 要 求 有 
MinA(9) < ~ (6.11) 
这 个 要 求 在 实际 中 是 容易 满足 的 ,因为 当 条 件 (6. 11) 不 满足 时 , 那 
就 意味 着 MinR(5) 一 < ,使 风 叶 斯 风险 为 和 穷 大 的 决策 函数 ,无 论 
在 理论 上 或 实际 上 ,都 是 意义 不 大 的 。 
下 面 转 入 等 价 性 的 讨论 ,为 此 设 
全 为 使 中叶 斯 风险 准则 下 的 最 优 决 策 函 数 。 
“为 使 后 验 风 险 准 则 下 的 最 优 决 策 函 数 ， 
由 全 定义 和 (6.10) 式 可 知 
RO) = MinR(8) = Min| ed Ca 
二 ET 
由 积分 性 质 知 : 
Min| ROO|x)m(r)dr > l MinROG x)m(r)dx 
HEI rt FE 
再 由 5 * 的 定义 知 
MinR CE |x) = ROO'* |x) 


RO") | ROW |x)m(x) dr 


~— R(6**) 
> MinR (5) = RO') 
即 
RO**) 一 MinR (6) 
这 表明 ,使 后 验 风 险 量 小 的 决策 函数 8** 辣 时 也 使 员 叶 斯 风险 最 
小 ， 
另外 ,由 上 述 推 理 还 可 得 
RO'Y = ROG**) 
再 出 (6,10) 可 得 
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由 于 5" 是 使 后 验 风 验 最 小 ,所 以 上 述 积 分 中 的 被 积 函 数 非 负 , 战 
得 

RG |e)=R(G’ |r)=MinR(Gl). 

这 表明 :使 贝 星 斯 风险 最 小 的 决策 函数 5' 同时 也 使 后 验 风 险 
最 小 ,综合 上 述 ,我 们 已 证 明了 如 下 定理 。 

定理 6.3 对 给 定 的 统计 决策 问题 和 决策 函数 类 多 , 若 对 给 
定 的 先 验 分 布 fx 分 使 凡 叶 斯 风险 满足 条 件 (8. :1 , 则 贝 叶 斯 风险 
淮 如 与 后 验 风 丛 准 则 等 价 。 邮 使 后 验 风 险 最 小 钓 决策 范 数 6 ' 同 
肝 也 使 内 叶 斯 风险 最 小 。 上 友之 ,使 贝 叶 斯 风险 最 小 的 决策 函数 六 
同时 也 使 后 验 风险 最 小 。 

前 面 的 证 明 时 只 对 及 和 0 都 是 在 连续 场合 给 出 的 ;但 只 要 把 
积分 导 改 为 求 和 号 ,上 述 证 明 都 仍然 成 立 , 所 以 定理 6. 3 在 更 - 般 
场合 下 都 是 成 立 的 。 

定理 6,3 告 沂 我 们 ,寻求 5 的 贝 叶 斯 决策 函数 可 有 两 条 途 答 ， 
一 条 是 使 后 验 风 险 最 小 , 男 一 条 是 使 贝 叶 斯 风险 最 小 。 实 际 中 ,人 
们 常 使 用 后 验 风险 途径 ,因为 它 的 计算 相对 简单 和 方便 ,但 在 讨论 
贝 叶 斯 估计 性 质 时 常 使 用 中叶 斯 风险 。 


3 6.5 贝 叶 斯 估计 的 性 质 


本 节 是 在 贝 叶 斯 决策 册 下 讨论 贝 叶 斯 估计 的 容许 性 以 及 与 
最 小 最 大 合计 的 关系 。 先 讨论 中 叶 斯 估计 的 容许 性 。 

定理 6.4 在 贝 叶 斯 决策 问题 中 , 没 先 验 分 布 (外 在 日 上 处 
处 为 正 ,8 的 贝 叶 斯 估计 为 66==66(x) ;假如 6 的 风险 函数 R(0,6,) 
是 8 的 连续 函数 ,5; 的 内 叶 且 风险 RG(6,) 是 有 限 的 , 则 6o 是 容许 
的 。 

证 明 : 倘 若 53。 足 非 容许 的 , 则 存在 另 一 个 估计 6=6(x) ,使 得 
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ROG,6) < RO6), YOEQ 
且 至 少 对 某 个 名 EB, 使 得 上 上 述 严 楷 不 等 式 成 谍 , 即 
RO,6) < RE ,60) 
由 R 的 连续 性 可 知 ,存在 一 个 正 数 8 及 9 的 邻 域 S., 使 得 
RO TROB) —e, YoOES. 
于 是 6 的 由 时 斯 风险 为 
六 二 | RC0,0) C0)d9 T+ Js RC9,8)r(0)a0 


<| We | R(O,6 Vr(0 dB 
Se 5, 


= R60) -— eP(b € 8.) 
由 假设 知 PC9ES)>0: 故 有 RB) 过 RC66) ,这 与 亢 是 从 时 斯 估计 
于 盾 , 所 以 六 是 容许 估计 。 

这 个 定理 虽然 简单 ,加 有 很 大 的 实用 价值 ,首先 它 可 说 明 一 大 
批 贝 叶 斯 估计 是 容许 的 , 辟 如 ,使 用 共 固 先 验 分 布 得 到 的 由 时 斯 全 
计 玫 是 容许 的 ,另外 这 个 定理 还 指出 ;要 证 明 “ 一 个 估计 是 容许 
的 ”, 只 要 能 找到 满足 定理 6.4 的 先 验 分 布 ,使 得 在 此 先 验 分 布下 
的 贝 叶 斯 估计 就 给 定 的 估计 即 可 。 

定理 6.5 在 给 定 的 中 叶 斯 决策 问题 中 , 若 在 给 定 先 验 分 布 r 
(0) 下 ,的 风 叶 斯 售 计 56x) 是 唯一 的 , 则 它 也 是 容许 的 。 

证 明 :倘若 和 kz) 是 非 容 许 的 , 则 存在 另 一 个 估计 包 (z) ,使 得 

展 KBD ROG0), 站 DG 加 
且 至 少 对 某 一 个 8 有 严格 不 等 式 成 立 , 上 式 两 边 对 先 验 分 布 积分 ， 
立刻 可 看 出 ,人 (zz) 亦 应 是 2 的 册 叶 斯 估计 ,这 与 唯一 性 闻 盾 , 故 6 
是 容许 的 。 

下 面 我 们 转 入 讨论 幢 叶 斯 估计 与 最 小 最 大 估计 的 关系 。 

定理 6.6 在 给 定 的 贝 叶 斯 决策 问题 中 , 兰 6 是 在 先 验 分 布 
rokpb) 下 的 贝 叶 斯 估计 , 且 其 风险 函数 为 常数 , 即 

RR(0,60) 一 0 种 数 )，YDE 四 
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则 5, 也 是 乡 的 最 小 最 太 的 估计 ， 

证 明 , 记 .28 为 @ 上 一 切 可 能 的 先 验 分 布 组 成 的 分 布 族 ,最 外 
EX 记名 为 一 切 可 能 的 类 策 清 数 类 ,显然 6.E 纺 考 虚 到 人 5, 
的 风险 星 数 为 常数 , 故 有 

BE | RG,6,)n, (0 d0 = Min| RG,O) x (OdO 
各 全 已 史 | 好 
之 Max Min| 。 RB,0) TO de 


TE 
一 Max MinR, (0) (6, 12) 
sE SEE 
其 中 Ri(6) 是 在 先 验 分 布 x(9)(E2E) 下 6 的 贝 叶 斯 风险 。 由 于 对 
每 个 SE 纪 , 总 : 
R60) < Max 民 (人 ) 
TE 
MinR: C2) 过 Min MaxR.(6) 
Mag M MinR. (0) 过 Min MaxR. ($Y) i6.13) 
不 等 式 (6,13) 有 一 个 直观 解释 ， 从 最 小 中 取 最 大 的 总 不 会 超过 从 
最 大 中 取 最 小 的 。 另 外 由 只 叶 斯 风险 定义 知 


R 6) = | RO OANA SE MaxRO,6) 
好 自生 要 
上 上 式 对 任 - -个 先 验 分 布 xE .2 都 成 立 , 故 总 有 
MaxR.(8) < MaxR (0,6) 
ne Bt 
Min MaxR.(6) < Min MaxR(0,0) (6.14) 
SE rE Ze 日 
由 (6.12),(6.13),(6.14) 等 不 等 式 传 递 性 ,可 得 
Pp < Min MaxR (80.6) 
另 一 方面 ,由 于 RO, 60) 在 8 上 为 常数 6， 故 有 
p= MaxR(d,6) Min MaxR(O,d) 
好 所 好 EQ Hen 
比较 上 面 两 个 方向 不 同 的 木 等 式 , 即 证 得 6。 是 8 的 最 小 最 大 估计 。 
例 6.9 设 随 机 变量 天 ~~b(n,0) ,0 过 8 之 1, 义 设 0 的 先 验 分 布 
为 由 卉 分 布 Be CMV 12, a /2), 若 从 此 并 项 分 布 仅 获得 一 个 观察 
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值 x, 则 葵 乒 验 分 布 仍 为 贝塔 分 布 BeCx 十 Mn /2 一 7 十 < /2)， 
十 是 在 平方 损失 函数 下 ,0 的 由 叶 斯 估计 为 
二 和 Mn/2 


Hi 和 Vn 


和 


Cap (xX) = 


由 于 先 验 分 布 BeCY ar2w zy2) 人 在 (0,1) 上 处 处 为 正 , 故 由 定理 
6.4 刊 ,此 几时 期 估计 SGz) 是 容许 的 。 另 外 ,其 风险 师 数 为 


+ 二 V7/2 E 
RG) = Er | E+ Yale 2 | 
nn 


] 
A 
这 个 风险 与 9 无 关 , 故 由 定理 6.6 知 ,此 人 5 还 是 8 的 最 小 最 大 估计 。 
定理 6.7 在 给 定 的 见 叶 斯 决策 问题 中 , 设 {zm,k 汪 1) 为 @ 上 
的 “个 先 验 分 布 列 , 相 应 的 贝 叶 斯 估计 列 和 贝 叶 斯 风险 列 分 别 记 
为 {6 : 衣 写 1} 和 (ROG :8 写 1}。 假如 66 是 站 的 一 个 估计 , 且 它 的 风 
险 函数 满足 
MaxR(0,6.) < 去 limR (6 ) 

由 G. 是 8 的 最 小 最 大 估计。 

证 明 :; 倘 若 2 不 是 8 的 最 小 最 大 估计, 则 丰 在 这 样 的 一 个 个 
计 人 和, 它 的 最 大 风险 要 小 于 6, 的 最 大 风险 , 即 

MaxR(0,6 ') 过 MaxR (0,6.) 

另外 ,出 假 没 知 .6; 是 在 先 验 分 布 wt 下 的 贝 叶 斯 估计 (% 之 1, 故 其 
页 时 斯 风险 最 小 ,从 而 

RtO < RE ') = | Rc, mg)ab < MaxkR 0,6 ') 
比较 上 面 两 个 不 等 式 ,可 得 

Rb) < MaxR(O,6,), Yh>1 
imA(80 < MaxRe,6,) 

这 与 假设 的 条 件 耶 盾 , 这 说 明 5, 是 2 的 最 小 最 大 估计 。 
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定理 6.8 在 给 定 的 贝 叶 斯 决策 问题 中 , 音 如 的 一 个 佑 计 8 
的 风险 除数 RC(8,60) 在 名 上 为 症 数 vw, 旦 存在 一 个 先 验 分 布 王 
{Xz} ,使 得 相应 页 叶 斯 估计 人 6 的 只 时 斯 风险 满足 

LimReCGx) 一 0 
则 5。 是 8 的 最 小 最 大 估计 。 
证 明 ; 对 任意 的 8€ 66, 有 
MaxR(0,6) 一 Ra = 0 = limRC6;) 
这 表明 定理 6.7 的 条 件 满足 , 故 66 为 0 的 最 小 最 大 佑 计 。 

例 6.10 设 x 一 人 xi, 是 来 旧 正 态 总 体 NC9,1) 的 一 个 
样本 ,在 例 5.5 中, 我们 曾 选 用 入 (0.) 作 为 8 的 先 验 分 布 :并 在 0 
-一 ] 损失 好 数 下 获得 8 的 贝 叶 斯 估计 

6:(x) = E/ {1+ | 


现 利用 定理 6.8 证明; 样本 均值 xX, 是 8 的 最 小 最 大 估计 。 

应 用 定理 6. 8 的 关 健 在 于 选取 先 验 分 布 列 。 如 今 可 选用 正 态 
分 布 列 {NC0,72) ,二 之 二 之 之 之 司 壤 澡 } 作 为 先 验 分 布 列 , 相 应 
的 员 时 斯 估计 列 为 18. (x) ,i 二 1,2,…}。 为 了 计算 5.Cx) 的 贝 叶 斯 
风险 ,需要 先 作 - - 些 计 算 。 由 于 3 仍 服从 正 态 分 布 ,其 期 望 与 方差 
分 别 为 


EF) 一 
下 
人 而 人 的 风险 芋 数 为 
RG,6)=p" (6.—0|>e) 
—1— pl (0—e<6.<0+e) 


sp wr fo i | 


nr 
| i 
-9Vno[e1+t 直 ) 一:] 


并 且 , 有 
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lmR(b,5 一 2 一 2 由 (~/ ne) 
而 对 序 二 之 Ts 之 : a ,有 R(0,6.)<<2, 于 是 利用 勒 贝 格 榨 制 收 伍 
定理 知 
limA(9n )》 

一 TimEeR (让 ) 

= lik) 

= ET2 -— 28B CV nn 6)] 

= 2[1 — BV nel=p 

其 中 p 是 不 依赖 于 8 的 常数 ,定理 6. 8 的 条 件 全 部 满足 ,上 故 得 知 ， 

样 坟 均值 3 元 在 0 一 1 损失 函数 下 是 8 的 最 小 最 大 估计 。 


习 题 
6.1 设 x,… ,zn 是 来 白 正 态 总 体 和 Nx,0) 的 -个 样本 ,其 中 至 的 估计 有 以 
下 岂可 
一 = 一 一 i — x)? 

i 交 消 [二 | 全 

. i 

0 一 EE Eo 
» We 2 

L(g ,gi) 一 | 一 1| 


下 分 别 计算 它们 的 风险 函数 ,并 作出 比较 。 
6.2 设 x 是 米 哲 一 项 分 布 & ns0) 的 - -个 观察 值 ， 
zt Mn/? 
7 pa ha 
是 8 的 沿 个 估计 , 试 在 平方 报 失 沙 数 下 比较 它们 的 风险 函数 ， 
6.3 设 z,' ,xr 是 来 自 正 态 分 布 NCp,o0?) 的 一 个 样本 ,其 中 台 已 知 ,在 给 
定 显 著 性 水 平 a 下 ,对 假设 检验 问题 
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6.4 


6.5 


看 ,而 


po 

作 x 检验 , 若 记 行动 集 .<x 二 40( 接 受 ),7T[ 拒 绝 )), 述 在 损失 溺 数 
eae 10， 当 = za 一 0 或 yg 了 jw 或 a 一 1， 

1， 和 其它 
下 计算 & 检验 的 风险 西数 。 
在 由 努 里 试验 中 记 成 功 为 1, 人 失败 为 0. 成 功 概率 #8 是 未 知 的 ,但 知 有 岗 
种 可 能 :6,=174 或 太一 172。 
(1) 通过 一 -次 贝 努 蝶 试验 结业 > 有 如 下 四 个 决策 函数 

ot) = 0 


他 Cr) 人 \s 
2 
12， 7 二 0 
ee lg z=] 
19 
,tr)=8 ”= 0 
若 取 奸 下 损失 函数 
La | 
8— 1/4 1 4 
p=1/2 3 2 


试 寻 求 8 的 最 小 最 大 决策 类 数 。 
《2 通过 两 次 贝 努 里 试验 结果 之 和 工 辣 二 zs 可 作出 8 个 决策 函数 , 试 
在 相同 损失 浮 数 下 寻求 6 的 最 小 最 大 决策 函数 。 

在 例 6.2 的 产品 检查 的 问题 中 ,若林 合格 机 率 9 的 先 验 分 石 为 

2.5， D< 800.04 

20.0, 0.04 一 0 扫 0.08 

2.5, 0.08 OA0.12 

. 0、 其 它 

试 计算 其 中 8 个 决策 函数 的 岁 叶 斯 风险 ,并 对 它们 作 之 比较 。 
设 ,sz 是 来 自 正 态 总 体 NCpeo) 的 一 个 样本 叉 设 y1，… ,ys 是 来 
自 另 一 正 态 总 体 NIpyoc:) 的 一 个 样本 ,这 两 个 样本 相 艺 独立 ,这 两 个 
总 体 有 相隔 的 均值 ,方差 成 比例, 全 参数 po 和 20<p<co) 部 是 森 


nr(8) = 
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知 的 , 试 在 损失 函数 


(fo) 


LK,K) = aormax (1,p) 


下 验证 :z 一 六 (元 十 元 ) 是 wx 的 最 小 最 大 估计 ， 

6.7 设 ri…vxy 是 来 自 正 态 总 体 Ng,1) 的 :个 样本 ,又 设 0 一 Con 二 
求 2 的 闷 叶 斯 估计 ,并 讨论 它 的 容许 性 和 是 千 是 最 小 最 大 估计 。 

6.8 没 7 蚌 来 自 人 参数 为 4 的 泊 松 分 布 的 一 个 样本 ,证 明 :60(X) 二 XX 是 4 的 
最 小 最 大 估计 。 
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概率 分 布 密度 另 数 
p (x ee 
二 元 正念 分 布 es 2xa0s V1 pp: 2(1—p) 


和 CA +H2r01 Us ‘0) 


[A 2 ) Cr 一 向 ) | (ee pa) 


of 51d2 唤 


多 项 分 布 
Ma DB) 


al 
plrir' Ti) = 


的， 


Tl Tt 
一 中 1 
一 20. >0. 一 1.… 当 概率 . 
全 十 "十 二 1 


续 表 


数 宁 特征 


E(xr)= ,Er ) = 2 
Var(rt1)=ol, Var(zs) =o? 
Covlrirri) = pao 

Mode xi zt2) — Cs 13). 


Etxi)=n0,, 
Var{zi) =nd.= {1—8) 


Covlzrisz,) = — nd.0. 
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附录 2 ”标准 正 态 分 布 函数 @(2Z) 表 

2 000 001 002 003 0.0 005 006 407 0.08 0.09 
0.0 .5000 .4960 .4920 .4880 4840 .2801 .476] .4721 .463] .46341 
D,1 .4602 .4562 .4522 .1483 4443 .404 .4364 ,41325 .4236 .4247 
D2 .4207 .4168 .141129 .4d090 4052 .L013 .3974 .3936 .3837 .3859 
DN,3 .382] .3783 ,3745 .3707 3669 .3632 .3594 .3557 ,3520 .3483 
.4 .3446 .3409 ,3372 .3336 3300 .3264 .3228 .3192 .3156 .3121 
.0-5 .3085 .3050 .3015 .2981 .2946 .2912 .2877 .2843 ,2810 .2776 
0.6 .2743 .2709 .2678 .2643 2611 .2578 .2546 .25]4 ,2483 .2451 
0.7 .2420 .2389 .2358 .2327 2297 .2266 .2236 .2207 ,2177 .2148 
0. 8 .2119 -2090 .206] .2033 2005 ]97 .1949 .1922 .1894 .1867 
D-9 ,1843 .18]4 ,1788 .1762 1736 ]711 ,1685 .1]660 ,1635 .1611 
l.0 .1587 -J562 .1539 .1515 1492 1469 .1446 ..1423 .1401 .1379 
1.1 .1357 .1335 .13]4 .1292 1271 3251 .1230 .1210 .1190 .1170 
1.2 ,1151 .1131 111? 1093 1075 i1057 1038 .1020 .1003 .0985 
1.3 ,0968 .0951 O0934 0918 .090] .0885 .0869 ,0853 .0838 .0823 
1.4 .0808 .0793 D778 0764 QF749 735 0721 DTO8 -0694 .0681 
1.5 .0668 .0655 ,0643 .0630 .06]8 .0606 .0584 .N582 .0571 .0559 
1.6 .0548 .0537 0526 ,0516 0505 D0.495 0485 D475 .O465 .0455 
1.7 .0446 .0436 V427 .0418 0409 0401 D342 D384 .0375 .0367 
1.8 .0359 .0351 总 344 03365 0Q329 U322 0314 ,0307 .0301 .0294 
1.9 .D287 .0281 O274 D0268 0262 .0256 O250 D244 .0239 .0233 
2.0 .V228 .0222 0217 .0212 0207 .0202 DIS? D0192 .0]188 .0183 
2.1 .0179 .0174 J170 Qi166 N162 0158 O164 015D .0145 .0143 
2.2 ,0139 .0136 0132 Oili29 ,012? -0Q122 0119 0116 .0113 .0110 
2.3 .0107 .D104 0102 .00990 , 008€4 .00939 .00914 .00889 .00866 . 00842 
2,4 .00820 . 00798 .00776 .00755 .00734 .00714 .00695 .00676 .00657 .00639 
2.5 .00621 .00604 .00587 .00570 .00554 .00539 ， 00523 0508 . 00404 .00480 
2.6 ,00466 .00453 .00440 .00427 .00415 .00402 ,00391 .00379 .00368 .00357 
2,7 .00347 .00336 .00326 .00317 .00307 .00298 .00289 .00280 .00272 .00264 
2.8 .00256 .00248 .00240 .00233 .00226 .00219 .00212 .00205 .00199 . 00193 
2.9 .00187 .00181 .00175 .00169 .00164 .00159 .00154 .00149 .00144 .00139 

Zz 0.0 Q,1 0.2 0. 3 如 , 4 Cn 9.6 中, 了 0. 8 0.9 

3 -00135 .00097 .00069 .00048 .00G34 .00023 .00016 .00011 .00007 .00005 

4 .00003 .00002 .00001 9 五 一 6 5E—6 3E—6 2 五 一 和 lf£—6 8E~7 5F—7 

5 JE—? 2E—?7 1lE—? 1 无 一 8 3E—8 2E—8 1lE—8 6 了 一 9 343E—9 2 天 一 9 

6 lk—5 5 号 一 10 3 五 一 10 1 不 一 10 8 五 一 11 4E—1] 2E~11 1F—11 5 所 一 123 才 一 ]2 


[1] 


[2] 


[3] 


[4] 


[8] 


[7] 


中 文 参考 文献 


成 平 . 阵 希 矣 , 阵 桂 景 , 吴 传 义 (1985) 和 参数 估 计 . 上 海 科 学 技术 出 版 社 ， 
上 海 。 

周 源 东 , 斧 朝 上 师 (1990) 可 靠 性 评定 ,科学 出 版 社 , 北 京 ， 

张 邦 庭 , 陈 汉 峰 (1991) 贝 叶 斯 统计 推断 ,科学 出 版 社 ,北京 ， 

张 金 槐 , 唐 洗 梅 (1993) Bayes 方法 (修改 版 ); 国防 科技 大 学 出 版 社 ,长 
张 入 时 , 草 许 松 (1996) 经 营 诀 策 方 法 ,华东 师 大 出 版 社 , 上 海 。 
Press， SS. 了 (1989) 贝 叶 斯 统计 学 ,原理 .模型 及 应 用 , 记 文 , 陈 安 责 等 
详 , 中 国 统计 出 版 社 ,1992 。 

Bergery.0. 01985) 统 计 决 策 理 论 及 贝 叶 斯 , 刘 乃 光 详 ,中 国 统计 出 版 
社 ,1998. 


英文 参考 文献 


Bergers |. O., Statitstical decision theory and Bavesian analysis: Sec- 
ond editivon，Springer-Verlag，New York，1985 ,中 译本 :统计 类 策 理 
论 太 由 叶 斯 , 费 乃 光 译 ,中 国 统计 出 版 社 .1998 
Berger, I. O., Recent development and applications of Bayesian analy- 
sts. Proccedings 50th ISI, Book I, 3—14, Beijiug, 1995 

Box, ©. E. P., and Tiao. G. C,, Bavesian Inference in Stiatisticat 
Anatysis, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts ,1973， 

Fisher, R. A., Sratistical Methods and Scientific Inference {2nd 
edn. ), Oliver and Boyd, Edinburgh, 1959., 
Gelman, A., Carlin, J. B.. Stern, H. $., Rubin, D. B., Bayesian 
Data Analysis, Chapman &. Hall,London,1995, 

sood, I. )., Probability and the Weighing of Evidenre, Charles Grif- 
fin, London, 1950. 

Good, I. J., The probapilistic erplication of evidence, surprise, 


2063 


[8] 


[9] 


[10] 


:1l] 


[12] 


[13] 


[14] 


[15] 


[16] 


L171 


Causality, explanations and utititys In Foundation of statistical Tnfer- 
ence, VY. P. Gadambe and D. A. Sprott (Eds. ) Holt, Rinehert, and 
Winston, Toronto, 1973, 
Jeffveys, H., Theory of Probabitity {3rd edn.)}. Oxford University 
Press, London, 1361. 
Lindley, D. V., Hayesian Statistics, A Review. SIAN. Philadephia. 
197]a. 
Lindiey, D. VY., and Phillips L. D.., Inference for a Bernoulli pro- 
cess (a Bayesian view), Aner. Statist, 30, 112---119, 1976, 
Pratt, 3. W., Discussion of A. Birnbaum’s "On the foundations of 
Statistical Lnferenrce.* J. Amer. Statis. Assoc. 57, 269— 326, 1962. 
Press, S$. §,，, Bayesian Statist: Principles, Models and Applications. 
John Wiley & Sons, New York，1989. 中 译本 , 贝 叶 斯 统计 学 ;上 诛 理 、 
模型 及 应 用 , 雇 文 , 陈 安 贵 等 译 , 中 国 统计 出 版 社 ,1992。 
Savage: L. J., The Foundations of Statistics. Wiley, New York, 
1954. 
Savages L, 1.，, The subjective basts of statisticat practive, Technical 
Report, Development of Statistics, University of michigan, Ann Ar- 
bor 1961. 
Singpurwalla, NN. D, CEds. ) Case Studies in Bayesian Statistics, 
Springer-Verlag New York In¢, 1991, 
Singpurwalla, N. D. (Eds. ) Case Studies in Bayesian Statistics, Vol- 
ume I ,Springer-Verlag New York Inc,1995, 
Wald, A., Statistical Decision Functinns. Wiley, New York ，1950. 
中 译本 ,统计 决策 函数 , 张 福 保 ,上 海 科技 出 版 社 ,1963。 


264 


